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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие квантовой теории поля в её современной локализуе­
мой форме наталкивается, как известно, на большие трудности, 
особенно при попытках выхода за рамки электродинамики. 

В этой связи может представить интерес критическое изложе­
ние основных положений теории поля с более тщательным анали­
зом природы возникающих в ней трудностей. Такое рассмотрение 
н составляет цель предлагаемого ряда статей, открывающегося 
данной работой. 

Эта первая статья начинается с краткого изложения схемы 
построения теории квантованных свободных полей (§ 1). Далее 
рассматриваются вопросы об определении сингулярных интегри­
руемых операторных функций, играющие основную роль при 
исследовании матрицы рассеяния в теории взаимодействующих 
полей (§ 2). В § 4 излагается метод введения матрицы рассеяния, 
не основанный на гамильтоновом формализме. Его роль играют 
явно сформулированные физические условия, например условия 
причинности, ковариантности и т. д. Статья заканчивается 
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рассмотрением техники раскрытия хронологических произведений 
на основе теоремы Пика (§ 5) и приложения её к формулировке 
правил Фейнмана для вычисления матричных элементов (§ 6). 

В следующих статьях предполагается исследовать вопросы 
устранения раСХОДЯМОСтеЯ ио асимптотического ряда для матрицы 
рассеяния, вопросы обобщения уравнения Шредингера и излояенть 
ОСНОВЫ теории функций Грина. 

§ 1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ СВОБОДНЫХ 
ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ 

В данном разделе мы кратко рассмотрим схему построения 
квантовой теории свободных полей, заострив внимание на неко­
торых принципиальных моментах, которые нам понадобятся при 
дальнейшем изложении основного материала. 

Как известно, величинами, играющими основную роль в ноле­
вых теориях, являются полевые функции, подчиняющиеся линей­
ным дифференциальным уравнениям — так называемым уравне­
ниям поля. 

Эти уравнения в каждом конкретном случае могут быть 
получены в качестве уравнений Эйлера из принципа стационар­
ности некоторого квадратичного функционала, именуемого действи­
ем. Из требования инвариантности действия по отношению 
к четырём трансляциям, шести лоренцовым поворотам и т р а н з и т ­
ному преобразованию 1-го рода (повороту фазового множителя) 
могут быть получены соответствующие интегралы движения: 
4 вектор энергии импульса, тензор момента количества движения 
и плотность заряда (теорема Нгтер). 

Указанный способ построения уравнений ноля и основных 
динамических переменных, целиком основанный на действии 
и e m 4 плотности — функции Лагранжа, в отличие от гамильто-
нова формализма, основанного на функции Гамильтона и канони­
чески сшряжшных величинах, называется лагранжевым формализ-
м 1 4 ВАЖНЫМ мр имуществом лагранжева формализма перед гамиль-
ГОНОВЫМ ЯВЛЯетС) ЯВНВЯ релятивистская ковариантность 
и полнпн симметрии пространственных и временной координат. 

1'т.тм п р и м переход " т классической теории поля к квантовой 
теории, Класс нч >'.,. описание н о л е й характеризуется тем, что 
георнн ш p a c i M i i p i i i i a c i явным образом процессов возникновения 
и уничтожения (ючнег, ищимного превращении) частиц, соответ­
ствующих н и м пилим. Книарш КЛАССМЧеской функции ноля даёт 
вероятность и I, ни I час м ш и поли и аанном состоянии. 
В квантовой теории, ннцчи ггнрнн вторичного квантования, ВОЛ­

КОВЫМ фуМИИИИ но,и II н и ш i . i i b o o l СОВОКУПНОСТИ частиц, процессы 
i M . o i M i i i . i 4 прекращении КОТврЫЯ ЯВНЫМ образом содержатся 
В 1 ' .1 |мн1 It I м и н -1 мим i м и м и м . ' 1ЫС функции квантовых 

http://iM.oiMiii.i4


В О П Р О С Ы К В А Н Т О В О Й Т Г О Р И И ПОЛИ 151 

полей приобретают операторный смысл и распадаются на опера­
торы порождения и уничтожения частиц, между которыми уста­
навливаются перестановочные соотношения. Операторные волновые 
функции определяются уравнениями поля и перестановочными 
соотношениями с точностью до унитарного преобразования. 

Функции поля, таким образом, уже не являются больше функ­
циями в классическом смысле (с-функциями), а становятся опера­
торами (^-функциями), действующими на общую для всех полей 
волновую функцию вторичного квантования, которую мы будем 
называть амплитудой состояния *). Во вторично проквантован-
пой теории средние значения и вероятности состояний даются 
квадратичными формами амплитуды состояния. 

В то время как трансформационные свойства функций поля 
при преобразованиях Лоренца определяются их тензорной размер­
ностью, трансформация амплитуды состояния Ф при лоренцовых 
преобразованиях совершается с помощью унитарного оператора UL 

Ф ~ . Ф ' = £ / Л Ф.- (1.1) 

Рассматривая бесконечно малое преобразование системы координат 

х _ х' = Lх = х + ox; Zx" = а"-[- J g"x'(a"1, 
i 

о>ы4 = 0, / ,й = 0, 1, 2, 3, 
где а" и ш*' — бесконечно малые параметры четырёх трансляций 
и шести поворотов, хи—временная переменная, х" (а = 1 , 2 , 3 ) — 
пространственные координаты, a g — тензор Минковского; 

I 0 ( / / « ) ; 

= 1 = А = 0) 
\ - l ( i = f t = l, 2, 3). 

Из принципа соответствия находим, что 

Щ = £ g»pp+~ 2 Л ' Ч ' ^ (1 Щ 

где Я* и УИ*' соответственно 4-вектор энергии-импульса и тензор 
момента количества движения свободного поля. Разумеется, 

*") Амплитуду СССТ01Г1ШЯ можно представлять как вектор в некотором 
гильбертовом престранстве, ввиду чего в американской литературе она 
обычно именуется вектором есстояния (sUle vector). 

1* 
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в квантовом рассмотрении величины Р0 и ЛТ0 уже являются опе­
раторами. При этом они выражаются через волновые оператор­
ные функции теми же соотношениями, вытекающими из теоремы 
Петер, что и в классической теории, разумеется, с установлением 
надлежащего порядка операторных сомножителей, о котором мы 
скажем ниже. 

Рассматривая матричные элементы операторов поля с помощью 
(I . 3), получаем уравнение, определяющее трансформацию волно­
вой функции и(х) при трансляции системы координат 

= I" Р о 1 - = • И Р о - Ро« (*)- (1 • 4> 

где Я* — операторный 4-вектор импульса. Уравнение (1 .4 ) играет 
важную роль в процессе вторичного квантования. Из него непо­
средственно следует физический смысл положительно-частотной 
и отрицательно-частотной частей операторных волновых функ­
ц и й 1 . Представляя поле и (х) частиц с массой т в виде 

и (х) = «<+> (л : ) - | - и<-> (х), (1.5) 

«<+>(*) = ^ #Щ#~Щя№Щ1&1 (1.6) 

*»' >о 

и ( - ) ( л - ) = Г е~1кх1{кг-m')u^{k)dk, (1.7) 
*•> о ш 

где 

* * = 5 j g"*?kl = - kx; 
t 

k* = (ft0)' - k1; dk=dk°dk 

с помощью (1 .4 ) убеждаемся, что если Ф — амплитуда состояния 
с определенным значением 4-вектора энергии-импульса К1 

Р'Ф = ЛГ'Ф, 

то 
Я / ( « Н ) ( « ) Ф ) = ( /С ' - | я ' ) * 

и 

F* (и'-) (ft) Ф) = (К1 - ft') Ф. 

причём в обоих случаях 

ft» = J / V - J - m ' > 0. 

Из этих уравнений следует, что оператор «W(ft) соответству­
ет рождению частицы с массой т и 4-импульеом ft, а оператор 
ejlH (ft) — её уничтожению. 
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Путём аналогичных рассуждений, основываясь на законе транс­
формации операторных функций и амплитуд состояний при 
градиентном преобразовании 1-го рода, можно показать, что 
в случае комплексного поля операторы и<+) и и'~~> увеличивают 

на единицу заряд системы, а операторы а*+1 и и<~> уменьшают 
его на единицу. Поэтому операторы комплексного поля описывают 
рождение и уничтожение частиц двух противоположных зарядов. 

Определяя вакуум как состояние без частиц, получим соот­
ношение 

« ( - » = 0, (1.8) 

которое вместе с условием нормировки 

( Ф „ п Л к ) = 1 (1-9) 
можно считать определением вакуума свободных полей. Очевидно 
также, что, действуя на Ф п а к различным числом положительно-
частотных операторов «<+>, мы можем получить амплитуды состоя­
ний, содержащих соответствующее число частиц. Общая амплиту­
да для произвольного состояния представится суперпозицией 
таких амплитуд 

Ф = 2 [ / > , ( * „ . . . , « > ( * ? - « ? ) . . . 

.. Щ-нф*$Щ. • -dk^MK. (1.10) 

Переходя от (1. 10) к конфигурационному представлению, 
можно получить фоковское представление для амплитуды состояния. 

Из (1 .8 ) следует наиболее удобный порядок операторных 
множителей в выражениях для динамических переменных. Требуя, 
чтобы средние значения этих динамических переменных по ваку­
уму равнялись нулю, т . е. 

( Ф „ а Л . к ) - 0 И Т . Д . , 

мы получим, что в этих выражениях все операторы порождения 
н(+> должны стоять слева от всех операторов уничтожения а<->. 
Такой порядок операторов называется нормальным. Разумеется, 
произведение любого числа операторов поля может быть пред­
ставлено в виде суммы операторных членов в нормальной форме 
и некоторого полинома по перестановочным функциям. Например, 

и (х) и (у) ы («<-н (х) + //<-> <*)) («<-» Су) -f fc<-> (у)) = 
= а<+> (л:) а<+) (у) -f- в«+) (х) tfN (у) ± 

±: «<+> (У) * Н (*) + « Н (х) « И (у) + ~ Д<") (jc - у), (1.11) 
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где Д'~> — результат коммутации (или антикоммутацни — в яави-
симостн от статистики) операторов и ( _ > ( * ) и и(+)(у), т. е. 

( « И (х), «< н Щщ= ± Д(-) (х - у). 

Совершенно аналогично тому, как это сделано в (I. И) , 
в более общем случае произведение большего числа операторов 

w ( . v , ) H ( A ' a ) . . .и(ха) 

можно представить в виде суммы произведений п ±г -частотных 
операторов в нормальной форме и некоторого полинома Р по 
перестановочным функциям А ( - > 

u(Xl)tt(xt).. = 

= £(- щыщ^фФЦ^.. .«<-'(%)•• • ы ( - ) ( ^ я ) - 1 -

4 - Р [ Д ( - ) ( ^ - ^ ) ] , (1.12) 

причем коэффициенты полинома Р содержат в свою очередь 
т<С_п операторов и и*~\ а т) — чётность фермн-пер.остановок 
при переходе от порядка (1, 2 п) к порядку (/,, / . , . . . , / „ ) . 

Соотношение (1. 12) можно переписать в виде 

и (*,) и (xt) ...и (хп) = : и (Xl) и (х,)...« (х„) : - Ь Я [Л<-> (д:, - X j ) ) , 

причём символом : и ( х , ) . . . н (лг„): - обозначено так называемое 
нормальное произведение операторов. В частном случае (см. (1 . 11)) 
имеем по определению 

: и (х) и(у):= и<+>(х) и<-1 (у) 4- «<+> (х) а Н (j,) dg 
5b u<+> (.у)«'-) (лг) - f в*-) (x) u(-> (.y). 

Таким образом, в общем случае нормальное произведение можно 
определить либо как нулевой член разложения (1. 12) по степе­
ням Д ( - ) , либо, что эквивалентно, как обычное произведение 
данных операторов, приведённое к нормальной форме так, как 
если бы в процессе приведения все перестановочные функции 
считались равными нулю. 

Среднее по вакууму от нормального произведения всегда рав­
но нулю. Поэтому рецепт получения операторных динамических 
переменных Р, М и т. д. из соответствующих классических 
выражений заключается в переходе в этих выражениях от обыч­
ных произведений классических волновых функций к нормальным 
произведениям операторных полевых функций. При этом из тео­
рии автоматически исключаются бессмысленные нулевые вакуум­
ные энергия, заряд и т. п. 



ВОПРОСЫ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 155 

Перестановочные соотношения-между операторными волновыми 
функциями однозначно определяются для каждого поля из сообра­
жений принципа соответствия, требования положительности наблю­
даемого значения оператора энергии и структуры уравнений (1 .4 ) . 
Опуская соответствующие выкладки *), опишем структуру полу­
чающихся коммутационных соотношений, ограничиваясь случаем 
комплексных полей. Псе положительно-частотные операторы и'+) 
(операторы рождения) строго коммутируют (или антиком мутируют) 
со всеми операторами рождения. Все операторы уничтожения и ( _ > 
также строго коммутируют (или янтнкоммутируют) между собой, 
т. е. всегда 

[«#» (д-), «<+> (.у)] , = [«Ж Щ „<+> (у)}± = [«<+> (л-), и<+> (у)] i = 0 

и 

и<->(у)} t = [«<->(*) , Ь~Щ\^ф-Ц*% » ( - ) 0 / ) к = о , 

Операторы рождения и уничтожения частиц с различными заря­
дами также всегда коммутируют (или знтлкоммутируют), т. е. 

[«<+) (*), в и (у)]= фт (Х), ы*(-) (У)11 = о . 

Отличными от нуля являются, таким образом, лишь следующие 
перестановки: 

(*). 'и^(у)}, = Д Ж ( * - ?)' (,ЛЗ> 

!«<->(*), « < + ' U ) ] ± = - r д м ( * - ^ ) , О-*4) 

причём зависящие от разности х — _у 4 ( + ' - и Д(—)-фуикЦии являют­
ся соответственно ( 1 )- и (—)-частотнымн частями полной пере­
становочной функции: 

\и{х), и(у)\-_ = ±А(х-у), (1.15) 

Д (х) = Д(Н (х) _|_ Л И (j»). (1.16) 

В том случае, если операторы данного поля коммутируют 
между собой, т. с, 

\и{х), и (y)]l£su(x) а (у) — d(y)u(x) = -j~b(x — у), 

*) См., например, К 
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ЧаСТИиЫ ПОЛЯ Оказываются подчиняющимися статистике Бозе — Эйн­
штейна. В противоположной случае 

|// ( V ) , и (у)\+ = и (х) и (у) ф и (у) и(х) = ±А(х-у) 

мы приходим к статистике Ферми — Дирака и принципу Паули. 
Р и д статистики и вил перестановочной функции определяется 

для каждого поля отдельно из уже указанных соображений. При 
этом получается: 

Для комплексного скалярного поля о (х) (спин 0) 

[?(*). Ч(У)]- = -тО(х-у), (1.17) 

где D(x) — известная перестановочная функция Паули — Иордана 

D № = ( 2 r W f
 dke''kib

 # - s Ш (1.18) 

( 4 - 1 , Л ° > 0 , 

Для векторного комплексного поля Вп (х) (спин 1) 

Для электромагнитного поля Л т ( х ) (спин 1, масса 0) при кванто­
вании с помощью иидефснитиой метрики 2 0 ' 2 1 

[Лщ Ш лп, (У)\ = НГЪ Ы - V ) . (1-21) 

причем 

D 0 (*) = D (х) | ^ = ^ j W * * 8 (ft*) е ( « • ) . (1.22) 

Наконец, для спинорного поля •!», ^ ^спин 

№ * ) , Ы-> ' )1+ = ^ - 5 а з ( * - . У ) , (1-23) 

^ p ( * - ^ ) = f / 2 Y * - ^ - + « ) 0 ( 4 ( Ш ) 

при этом у нас принята фейнмановская система матриц Дирака 

( ' H i * , / ' » ю | ф ( х ) = 0; y w y " + v V = 2^"" ' ( ' - 2 5 > 
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и сопряжённый спинор '|i определён соотношением 

ф ( х ) = ф ( х ) у ° . ( 1 . 2 6 ) 

Важной особенностью перестановочных функций всех полей 
является их связь с функцией Паули—Иордана D(x). Из (1 . 17), 
(1 .20) , (1.21) и (1.23) следует, что всегда 

М * ) = / Ц - 5 7 ) 0 ( * ) , 0 - 2 7 ) 

где Рал — полином по производным . Ввиду того, что функ-
<Эл-* 

ция D(x) обращается в нуль вне световых конусов, соотноше­
ние (1. 27) выражает независимость событий, разделённых про­
странственно-подобным интервалом. Этим свойством обладают, 
таким образом, все обычно рассматриваемые локальные волновые 
поля. 

Важной особенностью перестановочной функции D (х) (а сле­
довательно, и вообще всех функций Д (л -)) И её rfc-частотных 
частей D (+> и D ( ~ ' является их сингулярный характер, выражаю­
щийся в наличии особенностей на световом конусе типа л - 1 , In X, 2 ( А ) 
и конечных скачков (здесь к — квадрат интервала, равный к = х- = 
= ( J C u ) s — ( х ) г ) . Ввиду того, что матричные элементы различных 
переходов в теории взаимодействующих полей выражаются через 
интегралы от произведений различных комбинаций Д-, Д»+>-
и Д < - , - ф у н к ц и й , указанные сингулярности в отдельных случаях 
приводят к расходящимся выражениям. Для правильного понима­
ния природы таких бесконечностей, к которым, в частности, отно­
сятся все ультрафиолетовые катастрофы, рассмотрим несколько 
подробнее свойства операторных выражений, построенных из кван­
товых волновых функций свободных полей. 

§ 2. ОПЕРАТОРНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ И СИНГУЛЯРНЫЕ ФУНКЦИИ 

Прежде чем перейти к изложению теории взаимодействующих 
полей, нам необходимо будет предварительно ознакомиться с ря­
дом свойств в основном алгебраического характера, которыми 
обладают операторные выражения, построенные из квантованных 
волновых функций свободных полей. 

Возьмём типичное операторное выражение, зависящее от значе­
ний частотных частей таких функций в ряде пространственно-
временных точек хг, . . . , хп и представленное в нормальной форме 

Ч*% x„) = IiK...*...9...(Xi xa)...uW(xf)... 

...«И*,)... <2-'> 
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В формуле (2. I) . . . 11а (х) . . . — компоненты волновых функции, 
ВКЛЮЧЙЯ СОПряЖвННЫв функции и их частные производные, а 

(л-,, х„) — некоторые с-функции переменных 
дг,, . . . . л\,, обладающие ввиду однородности пространства-времени 
свойством трансляционной инвариантности 

А,'. . . , . . .?. . . (*! ! о хп-\-а) = 

= К »;./(*, *& С2-2) 

Эти функции мы условимся называть коэффициентными функ­
циями данного операторного выражения (2. 1). 13 связи с сингу­
лярностью перестановочных функций Д они будут, вообще говоря, 
сингулярными, и вопрос об их математической природе будет 
специально обсуждён ниже. Пока же заметим, что через коэф­
фициентные функции нетрудно непосредственно выразить матрич­
ные элементы оператора А(хи хп) по всевозможным состоя­
ниям 

' 1 ' . . . т . . . Р . . . = . . . « ; + ) ( р ) . . . Ф В А К . (2.3) 

СООТВ&ТСГВУЮЩМХ наличию данных сортов частиц с заданными 
импульсами. 

Для этого необходимо лини, определить матричные элемен­
ты типа 

( Ф . . . т . . . р . . . - • Ч+Ч-О.. . « < - > ( * , ) . . . Ф . . . Т . . . . ^ . . . ) т 

= ( ф в а к - • .и\~Чр) • ..и(«+)(хг). • 4Т%Щ; • -»Г"V)- • - О . 

что нетрудно выполнить с помощью перестановочных соотношений 
( 1 . 14), записанных в форме 

К->(к), ^ + » ( р ) ] ± = 5 ( к - р ) Р п Э ( / г ) , 1 (2. 4) 

где P<$(k) — полином, соответствующий Pa$(J^ в (1 .26) . 

В самом деле, перейдя от в'*) (х) к импульсному представле­
нию, будем переставлять операторы рождения W+] (к,) налево, 
а операторы уничтожения «1_> (ks) — направо, до тех пор, пока 
они или не «погасят> себя соответственно с и^~Чр). и^'"Чр)> 
или дадут нуль, подействовав на амплитуду состояния вакуума. 
Появившиеся при таком погашении о-функцни снимут интеграции 
ло kr сделав их равными . . . / » . . . , / ? ' . . . 
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В результате указанных операций мы придём к выражениям 
вида 

( * . . . Л ( x t * „ ) * . . . Т ' . . . , / . . . ) = 

= 1>::: т:::?-.:. (.../>.. У...) к...*...?...(х} х„) Х 

Х с х р p ^ J # * - jj7(/''"^™)' <2-5) 

причём множитель 

' ( Я - . ^ = П М Р - - Р : ) 

ц> 

возникает в том случае, если часть операторов «<+> (р^) из 

^...f.-p'... спаривается с : операторами и<->(р и | ),из Ф. , .^ . ,^ . . . 
Ввиду очевидного удобства нормальной формы представлении 

операторных выражений (2. 1) приобретает интерес вопрос о со­
ответствующей методике приведении. Ясно, что для приведения 
к нормальной форме операторных выражений полиномиально зави­
сящих от волновых функций, достаточно уметь приводить произ­
ведения типа 

А(*1)...л п(* п). 
в которых Aj{,Xj) будут линейными комбинациями соответствую­
щих а^Н (ж/) и wr>(xj). Указанная рецептура вытекает из одной 
важной теоремы, установленной „Виком а , к формулировке кото­
рой мы сейчас и перейдём. 

Рассмотрим прежде всего случай и = 2, когда мы имеем про­
изведение двух линейных операторов 

Аг(хг)А,(х,). 

Согласно (1. И) это произведение может отличаться от нор­
мального произведения 

лишь па с — выражение, которое мы будем н£8ывэть спариванием 
и обозначать с помощью скобки снизу 

А, (х , ) Л 3 = : A, (Xl) А, (х,): + Аг (*,) А, (х2), (2.6) 
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Очевидно, можно также определить спаривание кик вакуум 

среднее от обычного произведения 

4 ( * . ) 4 Ш = (Фв*к *j (*.) \ (*2) Ф

м к ) . (2.7) 

Например, для спинорного поля с помощью (1. 22) находим: 
%(х)'Ъ(У)=^-^(х^у). ( 2 .8> 

Лналшичным образом можно также определить спаривания других 
Нолей. 

'I |ч I о г о чтобы сформулировать теорему Вика, необходимо 
и п н и - нормального произведения со спариваниями. 

НШ0ТИМ, ' н и на определения нормального произведения 
(ОМ, ft I) пынжягт перестановочность (с точностью до знака) one-
I | I 1НАК0М нормального произведения, т. е. 

I, ( д г , ) . . . Лн (дг„): - ( — 1 ) 1 : Л п ( * „ ) . . . А1п (х1п):, 

| " >, • и. ф| рми и г р , ' , l a n o i i n i . пириака аргументов, а также 
П и ш и , норма панн о пропане аепии но отношению к каждому 

i o M i i o a u i I ' п о 

Определим теперь нормальное произведение со спариваниями, 
положив по определению выражение 

: А 1 (*i) А* (х2) Аа (лг3) ...Ak (хк)... An_ j (*„_,) Ап (х„): 
I 1 I 1 

равным произведению всех спариваний 

- M * i M * ( * 4 ) . . . A t ( . * * ) A ( л г п ) 
I I I I 

с нормальным произведением оставшихся неспаренными операторов 
и с числом ( — 1 )1 , т. с, 

•АЛ^)А2(х2)А3(х3). ..Ak(xk). . . Л „ _ , (*„_,) Л л (*„): = 
| 1 I. | 

^i-WA Ш А* (*з)• • • Ак (хк) Ая (xn) X 
I 1 

X At(x4), . , Л л _) (л : й _] ) Ak и ( л* А + 1 ) . . . Л л _ , ( j c n _ , ) : , (2.9) 

где Tj — четность перестановки 

/ 1 , 2, 3, А — 1, к, ft-fl n-l, n \ 

U 3 *. Щ 2> 4 . ft-1. * + > . . . . , « - 1 j ' 
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Мы можем дать теперь простую формулировку теоремы Вика. 
Согласно этой теореме обычное произведение линейных операто­
ров равняется сумме всех соответствующих нормальных произве­
дений со всеми возможными спариваниями, включая и нормальное 
произведение без спариваний 

Аг... Ая =: А,... А„:-)-: . . . Ап: 4 - . . . 

.. . + :Ay..Am-lA„:+:AlAtAtA4.. .А„:-\-... (2.10) 

Для доказательства нам понадобится следующая лемма: если 
Аъ ..., Ап, В— линейные операторы, то 

:А1...АП:В = :А1...АПВ:+ % :А{. . . А к . . .АПВ:. (2.11) 
]<*<я 1 1 

Замечая, что лемма очевидна для того случая, когда В состоит 
тлэ одних операторов уничтожения и, следовательно, 

АкВ==0, 

рассмотрим случай, когда В есть оператор рождения. При этом, 
очевидно, достаточно ограничиться рассмотрением Аъ . . .,АП, 
являющихся операторами уничтожения. Действительно, если, 
например, некоторые /1 , есть операторы рождения, то AiB = 0 

и все А( можно вынести налево из всех нормальных произведе­
ний, сведя задачу к одним операторам уничтожения. Но для 
того, чтобы представить выражение 

: Л<-> ...А И : в < + ) = . . . An~W+) 

в нормальной форме, нужно л раз прокоммутнровать с каж­
дым из / ! < - ' ( / = 1, л), В результате мы и получим формулу 
(2 . 11), которая, таким образом, доказана для случая, когда вхо­
дящие в неё Ах, . . . , Ап, В являются каждый по отдельности либо 
оператором рождения, либо оператором уничтожения. Но в силу 
отмеченного свойства линейности лемма (2. 11) тем самым доказана 
и для линейных операторов. 

Заметим теперь, что лемма непосредственно обобщается на слу­
чай нормальных произведений с любым числом спариваний, так 
как последнее с точностью до (— I) 1 1 равно произведению этих 
спариваний (с-функций) на все остальные неспаренные операторы. 
После этого замечания приступим к доказательству теоремы Вика. 

Ясно, что теорема верна при л = 2. Воспользуемся поэтому 
методом индукции. Предполагая, что соотношение (2. 10) верно 
для произведения п линейных операторов И, постараемся доказать 



п. и. поголюьов и д. в. ш п и п 

его для произведения я г - 1 операторов. Умножим дай этого (2. 10) 
справа на некоторый линейный оператор Ап±\. 

Но, но доказанной обобщённой лемме, нормальное произведение 
операторов Л Л „ с любым данным числом спариваний 
между ними, умноженное справа в обычном смысле на Л „ + | равно 
сумме нормальных произведений операторов At,...,A„+x, в ко­
торых, кроме уже имевшихся спариваний между операторами 
Л | , . . . , Л Л , содержатся все возможные (в том числе и нулевое) 
спаривания свободных операторов из Ах,...,Ап с Л л + | . Тем 
самым убеждаемся, что обычное произведение л - f 1 линейных 
операторов Л, , А„+\ представляется суммой из нормальных 
Произведений со всеми возможными спариваниями, что и завершает 
индукцию. 

Доказательство теоремы Вика закончено. Нетрудно видеть, 
что эта теорема приложима и к тому случаю, когда некоторые 
из сомножителей входят под знаком нормальных произведений 

: А,... Л А , : : И,,,,, , . . % : . . . : % ^ . . . Л „ : . (2.12) 

В атом случае теорема Вика формулируется точно так же, как 
и для чистого произведения, с тем очевидным отличием, что 
теперь НВОбХОДЙМр не учитывать (положить равным нулю) спари­
вания м -жду множителями из одного и того же нормального 
произведения. 

В качестве иллюстрации теоремы Вика рассмотрим произве­
дение двух спинорных токов. Имеем согласно (2.10) и с учётом 
(2.8): 

У*(*) У (У) = (*) f Ш •• 'Му) Y' (У) •• = 

=-Л (х) y* (х)ъ (у) ну) :+:?(*>?** Ш (у) (' * (у): 4-

| • 1$ (х) f (j> (х) ? (у) Т' '> (у): rf :"f (х) y* -Кх) $ О) 7 ' Ш'^ 
« = S p | Y*S<-> (дг - .у) y' S(-) (.у - x)} -

- ^.?(*)T*<SW (* ~ J>)f1 too 
- /: Щ y' S (-' (* - У) 14 ( * ) : + : j * (x) j> (у):. (2ЛЗ) 

Обсудим теперь вопрос о структуре коэффициентных функ­
ций, появляющихся при выполнении операции умножения опера­
торных выражении. Возьмём два каких-либо оператора Ах (хх,... ,х„) 
и А. (уи,. ,,у J, принадлежащих к рассматриваемому типу (2.1) 
с коэффициентными функциями [хи...,хп) и /О 2 1 (уи..., у,„) 
соответственно. Ясно тогда, что произведение этих операторов 

Ax(x1,...,xn)Al(y1,...,yJ (2.14) 
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также принадлежит к рассматриваемому типу, и его коэффици­
ентные функции согласно теореме Вика имеют вид 

Щ {хи...,хп) ЮЩУ1,.. . ,yj 11 Д<-> (х, - у,). (2Л5) 

Ввиду того, что функция D(~> (х), а тем более функции 

Д<->(*) = Р (Jr) D<-4*) 
обладают высокой степенью сингулярности на световом конусе, 
могут возникнуть серьезные сомнения в наличии реального смысла 
у выражении вроде (2.14), (2.15),' включающих их произведение 
в любом числе. 

В связи с этим необходимо рассмотреть вопрос о том, какие 
условия следует наложить на коэффициентные функции выраже­
ний типа (2.1) для того, чтобы этим выражениям можно было 
п р и д а в а т ь определённый смысл, или, как это говорят, чтобы в них 
не содержалось «расходимостей». 

Ясно прежде всего, что мы не можем требовать, чтобы коэф­
фициентные функции К(хи.. ., хя) являлись функциями в обще­
принятом в математике смысле, так как тогда мы должны были 
бы вообще исключить из рассмотрения такие «сингулярные» или 
«несобственные» функции, как l(x),D(x), и т. п., с которыми 
ПОСТОЯННО приходится иметь дело в квантовой теории поля. 

Естественно поэтому считать, что K(xlt. .., хп) определены 
h m i ино как несобственные функции. 

Попытаемся сейч&С с<|юрмулнровать то, что нормально всегда 
вкляльн-нечем в ВТО понятие в работах по квантовой теории, но, 
I лк правило, отчетливо не оговаривается. Нетрудно заметить, что 
к отличие от обычных функций сингулярные или несобственные 
функции определяются не заданием их значений для всех значе­
ний аргументов (для некоторого множества значений аргументов 
они могут быть бесконечными или вообще неопределёнными), 
а заданием правил интеграции их произведений с достаточно 
регулярными функциями. 

Иначе говоря, несобственная функция определяется заданием 
соответствующего линейного функционала в подходящем «линей­
ном пространстве» достаточно регулярных функций. 

Разумеется, мы не можем вдаваться здесь в сколько-нибудь 
полное изложение общей теории несобственных функций и по­
тому ограничимся лишь основными формулировками, относящи­
мися только к тем свойствам специальных коэффициентных функ­
ций, которые непосредственно потребуются нам в дальнейшем. 

Заметим лишь, что в теории несобственных интегрируемых 
функций доказывается, что они всегда обладают фурье-образами 
и что их всегда можно дифференцировать без нарушения свой­
ства интегрируемости. 
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Перейдём к формулировке определения коэффициентных функ­
ций К{х1,.. . , л г „ ) . Введём для этого класс C(qy г, п) функций 
^ ( j f , , . . . , х,), непрерывных со всеми своими производными до q-vo 
порядка включительно, для которых все произведения 

г», y a J
 д f (д"' х«> о = 0 1 а i2 161 

а , 8 = 0 , 1 , 2 , 3 , 

ограничены. 
В соответствии с принятой точкой зрения мы будем считать 

функцию К(х{,. . хп) заданной и интегрируемой, если линейный 
функционал 

\К(*и • • •. хя) dxx.. .dx„ (2.17) 
Определил в линейном пространстве функций 1'(хх%,. хп) из 
| иста <(ч, г, п) хотя бы лишь при достаточно больших <7 и г. 
Мы будем называть это требование условием интегрируемости. 

Фактнчес построение коэффициентных функций удобно 
tipol n i . С ПОМОЩЬЮ Несобственного предельного перехода. 

I с-дящейСЯ || несобственном смысле назовём здесь такую 
RCM № ю н а I . ЯВНОСТЬ 

A ' . h ( - v „ . . . , хя) М -.со, 

д л я которой ю н | in I е I пуюцля последовательность интегралов 

\Км(х{ x„)F(xx xn)dxx...dxn (2.18) 

СХОДИТСЯ и обычном смысле для каждой функции Г из некото­
р о г о класса C(q, г, и), входящего в линейное пространство, 
на котором определён функционал (2.18). 

Следует подчеркнуть, что несобственный предельный переход 
в СУЩНОСТИ постоянно используется при рассмотрении сингуляр­
ных функций в квантовой теории, хотя, как правило, и не обра­
щается внимание на его отличие от обычного предельного пере­
хода. Это относится, например, ко всем предельным определениям 
5-функции Дирака. 

Рассмотрим сейчас с этой точки зрения вопрос об аппрокси­
мации функции Л<->(х), определённой формальным соотношением 

= -щТ; \e~lk*PA-k)b ЩЦ# - rn-)dk, (2.19) 

причём 
1-4-1 ( * ° > 0 ) , 
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Установим прежде всего, какой смысл следует придавать фигу­
рирующему здесь интегралу с бесконечными пределами. Как 
известно, обычный интеграл, взятый по бесконечной области 
интеграции, определяется как предел интегралов с конечными 
областями интеграции, неограниченно расширяющимися и в пре­
деле охватывающими всю данную бесконечную область. Есте­
ственно полому интегралы типа 

К (л) = J е~ *• Р (ft) 9 (ft") 3 (ft1 — tn2)dk (2.20) 

с полиномиальным Р{к) определить как несобственный предел интег­
рала 

К а (х) = \ е-"" Р (k) G (ft») t (k~ — wr) dk (2.2!) 
Ъ 

при неограниченном расширении области О. 
Переходя к импульсному представлению и используя условие 

и н т е г р и р у е м о с т и , можно показать, что такой иесобствзнный пре­
дел действительно существует и не зависит от вида последова­
тельности областей 0 „ , расширяющихся к Q. При этом оказы­
вается, если степень Р{к) равна v, то для любой F{x) из 
класса С{> j-3, 5, 1) этот предел имеет вид 

J К(х) /•' (л-) dx\ • щ р(k\ к)Р {к\ к) - Ц р ; 

Л " = Укг-\-т\ (2.22) 
причём 

~F(k°,k)=F(k) = §F(x)e-»«dx. (2.23) 

Таким образом, соотношение (2.19) действительно определяет 
интегрируемую несобственную функцию Д (~?' (х), причём 

f (х) F(x)dx = -щгЩм, к)Ра?(-А', — к) Ц . (2.24) 

Как только что установлено, А(~^(х) является несобственным 
пределом последовательности регулярных аналитических функций 

ж | i r * . р # ( _ л) o_(ft*> 8 (ft2 - m») (2.25) 

Такая аппроксимация, однако, страдает одним недостатком. Дело 
в том, что выражения (2.25) иг ковариантны, поскольку при 
лоренцовских преобразованиях меняется область интеграции. 

« 

2 УФН, т. SS. п. 2 
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Чтобы аппроксимировать Д<-?> (.*;), разумеется, И ИвС01 м 
смысле с помощью непрерывных и вместе с тем КОВЯрНаИТНЫХ 

функций, воспользуемся известным методом регуляризации llav 
ли — Вилларса 4 с помощью вспомогательных масс, полагая 

•reg [Д«-?> И} т Р.? ( - • / reg [D<-> (х)), 

r e g | D « - ) ( * ) J = D'-» (Jf) Ь £ Cj&Uji*)* 
i < j < t 

(2. 2G) 

i i ' D ,,'t е) отрицательно частотная часть функции Паули с мас-
ВОЯ М, а числа Cj определяются из системы уравнений 

ш ' ' ' " I V . , . » » • • ' 1 1 п . 

(2.27) 

Как можно показать, в пределе увеличения значений вспомо­
гательных масс функции D (

t y' стремятся к нулю всюду, кроме 
бесконечно малой окрестности световых конусов, а массы Mj 
можно всегда выбрать такими, чтобы при Mj—»со все коэффи­
циенты оставались ограниченными. Поэтому можно положить 

/}<->(*) = lim r e g [ D ' - > ( x ) ] , (2.28) 

причем знак ПреАелЬНОГО перехода имеет здесь несобственный 
СМЫСЛ. 

Кем СЛедуе1 HJ структуры / ) ' 'функций *, определённая таким 
оврвЭОМ П | / ' ' непрерывна И обладает непрерывными ча. 
СТИЫМИ проияВОАНЫМИ ДО (/ — 2)-го порядка включительно. По. 
ITOMJ при / ' 2 (v степень полинома Р^) функция reg|A<->| 
также будет непрерывна. 

Перейдём теперь к исследованию вопроса об определении про­
изведений спариваний из теоремы Вика 

(г < S) 

Подчеркнём, что необходимость специального определения произ­
ведений типична для несобственных функций. Дело в том, что 
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несобственная функция задаётся установлением правил её инте­
грации лишь с достаточно регулярными функциями, а из таких 
правил непосредственно не вытекает рецептура для интеграции 
произведения нескольких сингулярных функций. 

Поэтому нам придётся воспользоваться методом несобствен­
ного предельного перехода и определить выражение (2. 29) с по­
мощью сходящейся последовательности регулярных функций. 

Выполняя в (2. 29) формальное умножение с помощью пред­
ставлений (2. 19), находим: 

Ц Д - У , = ' kn)dkx...dk,n (2.30) 
( г < г) 

где 

X П i (- W) 0 <*У 3 (\% - "1%) dK?}. (2.31) 

а Л/—число сомножителей в произведении (2 .29) . Не составляет 
большого труда убедиться в том, что область интеграции в (2.31) 
фактически конечна. Это основано на том обстоятельстве, что из 
условия ограниченности суммы положительных частот 

J > г s < г т 

вытекает ограниченность каждой отдельной частоты ) ° ? , а следо­
вательно, и импульса 

Указанная конечность области интеграции в (2.31) обусловли­
вает отсутствие расходимостей и возможность строгого определе­
ния выражения (2.30) как несобственного предела последователь­
ности регулярных аналитических функций 

H i " К{Щ xJT)ss 
Г _ , . оо 

= Mm \е г а ( Я ] * „ ) « / « , . . . ( , « , (2.32) 
Г — » , со ,) Г 

при неограниченном расширении области Г 4«.-мерного простран­
ства точек A i , . . . , A „ в пределе охватывающей всё это простран­
ство. 

2* 
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При этом оказывается, что соответствующее ГфСДбЛЬИМ ран, и 
£тво функционалов 

НИ f К (*i xnIY) F(xu ...,х„) d X l . . . dxn = 

= f (x, д-„) И A^J (*, - *,) rfx,.. . 0 * я (2.33) 
(Г < s-) 

имеет место в классе C(v-}-2/V-™l, 4 я - ] - 1 , л ) , где v — сумма 
степеней всех N полиномов Ра$. 

Исследуемое произведение (2.29) сингулярных функций D(~?> 
может быть также аппроксимировано с помощью соответствующих 
произведений регуляризованных ковариантных функций r e g ( D ^ ) . 
1' этом случае соотношение (2.33) примет вид 

ш [ F&i х„) 11| r e g b i f f l x , - x s ) 1 йхг, 

= J / ? (л- -v„) {11 Kf,l К ~ xs) j dX]. . . dx„ (2.34) 

при /%v , *„)ег>-|-2ЛМ-1, 4я -1- 1,я). 
Заметим еще, что приведенные рассуждения распространяются 

и на общий случай коэффициентных функций, получающихся 
в результате умножения двух операторных функций типа (2.1) 
с различными аргументами и соответствующие выражения 

К {х, х„) Q(yt ут) П Л<-> (х, - yj) 

(в которых Л - , , . . . , Л я , _ у , , . . . , у т — независимые аргументы, а К Я 
Q — интегрируемые, трансляционно-инзариантные коэффициентные 
функции) могут быть определены как интегрируемые несобствен­
ные функции. 

Для выражений этого вича можно доказать следующую общую 
теорему: если А'„ (А - ,хл), Q M . . .,у,п) являются трансля-
ционно-инвариаитпыми коэффициентными функциями и в несоб­
ственном смысле 

Км (*i х„)-+ К(х} *„); QM (_у„ . . . , уп) — Q(у, yj, 
М оо М - » . оо 

а аргументы хг,. . х„, У\,.-.,Ут являются независимыми, то 

Км ( А - „ . . . , хп) QM (уи .. . , yj И (reg Щ (Xi - yj)) -+ 
- К (*j Хп) Q(y„ • • . , yj И Щ$ (*, - V,)). (2.35) 

Доказательство этой теоремы, подобно доказательству соотно­
шения (2.34), основано па том простом обстоятельстве, что из 
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ограниченности суммы отрицательных частот вытекает и ограни­
ченность каждой отдельной частоты и обусловлено тем, что мы 
рассматриваем произведения одних только отрицательно-частотных 
частей Д-функций. Наш анализ поэтому тривиально переносится 
и на тот случай, когда вместо Д ( - > стоят одни Д<+>-функции. 

В теории взаимодействующих полей приходится иметь дело 
с произведениями так называемых причинных функций Д£? (х): 

K9(x) = P^(~i^D<- (л), 

Dc (X) — J __ D ( + J щ щ т x 0 ^ Q> 

или иначе фейнмановскнх факторов распространения. 
Как видно, в Д г -функциях присутствуют и положительные 

и отрицательные частоты. Ввиду этого произведение типа 

н 
ir<s) 

уже не оказывается определенной интегрируемой функцией и не­
собственное предельное соотношение тина (2.34) здесь места не 
имеет. 

Перейдём теперь к рассмотрению операторных выражений, 
представляемых конечными суммами вида (2. 1). Заметим сначала, 
что наличие предельных соотношений (2. 34) снимает одно воз­
можное возражение против приведённого выше доказательства 
теоремы Вика, основанное на том, что в процессе этого доказа­
тельства мы выполняли умножение сингулярных функций. 

Доказательство теоремы Вика, вполне свободное от такого 
недостатка, весьма просто проводится, например, по следующей 
схеме. 

Рассматриваем сначала фиктивный случай, когда полевые опе­
раторы удовлетворяют перестановочным соотношениям, в которых 

заменены на гер ('Дф)., и дли него проводим доказательство 
теоремы Вика в той точно форме, как оно излагалось выше. 
Ввиду непрерывности регуляризованных функций такое доказатель­
ство будет уже вполне строгим. Для перехода к реальному слу­
чаю достаточно теперь совершить предельный переход Л1—> оо, 
снимающий регуляризацию. 

Таким же образом с помощью более общих предельных соот­
ношения (2.35) нетрудно обосновать законность умножения двух 
интегрируемых операторных функций 

Al(xi,..i;xJt)A9\yi ут) 
с независимыми аргументами. 
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И н т е г р и р у е м ы м и мы называем операторные выражении, иред-
ставлаемые конечными суммами типа (2. 1), в которых псе Коэф­
фициенты. ' функции удовлетворяют требованию интегрируемое in. 

Возьмём i v i i e p i . некоторую I нтегрируёмую о п е р а т о р н у ю ф \ ш . 

цию Л ( А - , , . . . ,jc n) и рассмотрим интеграл 

| Л ( д г „ . . .,xn)F(x1 J c J d A r j . . .dx„. (2 .36) 

Переходя к матричным элементам выражения (2.36), с помощью 
формул (2 .5 ) находим, что эти элементы будут содержать интег­
ралы 

J К . . . ( * , х„) е » X 

X Pifcfc . . ч*п)Щ . . . dxn, 

которые на основания свойства интегрируемости коэффициентных 
функций К... а... а... оказываются конечными. Операторные интег­
ралы (2.36) могут поэтому считаться сходящимися. 

В таком же смысле сходящимися будут и интегралы типа 

$А(х, xu...,x„)F(Xl xn)dXl...dxn (2.37) 

с «одной невыполненной» интеграцией. Этот факт непосредственно 
вытекает из свойства трансляционной инвариантности функции 

*„) . 
Установив сходимость операторных интегралов вида (2 .36) 

и (2.37), отметим, что благодаря общности нашего условия интег­
рируемости класс операторных интегралов с гарантированной 
сходимостью оказывается несколько узким. Так, в этот класс не 
входят интегралы 

J А (*! хп) йщ ... dxri, 

взятые по всему бесконечному пространству точек (хх,..., хп), 
поскольку они соответствуют функции f = l , не убывающей на 
бесконечности. Матричные элементы операторных интегралов дан­
ного вида нуждаются поэтому в специальном определении. 

До сих пор мы рассматривали операторные функции точек 
хх, . . . , хп, выражавшиеся через положительно и отрицательно 
частотные части квантованных нолевых функций. 

Важное значение имеет более специальный тип операторных 
функции, в которые квантованные полевые функции входят, так 
сказать, <в целом» под знаком нормальных произведений 

А (*! хп) =J] К....... ( * „ . i . , л г я ) : . . . в . ( * , ) . . . : . (2-38) 
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Если фермиевские полевые функции входят сюда лишь в чёт­
ных комбинациях, то такую сумму будем называть полилокаль­
ным оператором. 

Из данного определения и теоремы Вика сразу же следует, 
что умножение нескольких полилокальных операторов приводит 
опять к полилокальному оператору. 

Полилокальные операторы обладают следующим важным свой­
ством: 

[АЙ> хп)У АЛУ\ - V „ : ) l - = ° . (2.39) 
если каждая из X, пространственно-подобна каждой из у^ Это 
свойство непосредственно вытекает из обращения в нуль пере­
становочных функций Д„з (Х[ — yj) вне светового конуса и из 
чётности числа антипсрестаиовочных фермиевских функций в по­
ли локальных операторах .4, и А., 

Рассмотрим теперь случай, когда и = 1 . Тогда полилокальный 
оператор зависит только от поведения полевых функций в одной 
точке х, ввиду чего мы будем называть его локальным операто­
ром. Из (2.39) для двух локальных операторов следует 

\М*Ь = « ( 2 - 4 0 ) 
при А: , пространственно-подобном с у. 

Заметим ещё, что при п^> 1 может оказаться, что полило­
кальный оператор фактически зависит от поведения полевых 
функций лишь в одной точке. 

Пусть, в самом деле, в сумме (2.38) все коэффициентные 
функции К обращаются в нуль для всех х\, ,..,хп, за исключе­
нием удовлетворяющих равенству 

* 1 = * : = • • • = 

Ясно, что такие К могут быть построены лишь из выражения 

I (Дг г - А". ) . . . 2 ( А , - Х„) 

и его частных производных. Так как коэффициентные функции 
по определению должны обладать свойством трансляционной ин­
вариантности, то общее выражение для них в рассматриваемом 
случае имеет вид 

Z ( " ^ • • • ) 8 < * i - * S ) - - - 8 < * i - * . ) . 

где Z ^. . . -щ .. А — некоторый полином из ~ с постоянными 

коэффициентами. 
Полилокальный оператор с коэффициентными функциями этого 

типа мы будем называть квазнлокальным. 
Интеграция квазилокального оператора по всем точкам щ, ..., хп, 

кроме одной, приводит к обычному локальному оператору. 
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§ з. (ХгЮЗИЫБ понятия ТЕОРИИ в з а и м о д е й с т в у ю щ и х ПОЛЕЙ 

Однкы Нэ наиболее распространённых способов, используемых 
\-. ОбЫЧНОИ квантовой механике для исследования поведения дина­
мических систем, является известное представление Шредингера, 
В этом представлении поведение динамической системы описы­
вается с помощью зависящей от времени волновой функции 47(f), 
определяемой уравнением Шредингера 

i ^p-^jiw, (з.1) 

Здесь И — гамильтонов оператор, соответствующий полной 
энергии всей системы и не зависящий от времени для замкнутых 
систем. Вообще в этом представлении динамические переменные 
замкнутых систем характеризуются операторами, не зависящими 
явно от времени. Их средние значения 

At=(W(t)AW(t)) (3.2) 

могут, однако, зависеть от времени через волновые функц ии W (/). 
Считан оператор И постоянным во времени, мы можем формально 
проинтегрировать уравнение (3.1) и написать 

Hi 

где Т = const не зависит от времени. 
Подставляя это выражение в (3.2), получаем: 

(±-2* Sljs 
А, = \Ш 1 Ае 1 V). (3.3) 

Формулу (3.3) можно интерпретировать как среднее по не зави­
сящим от времени функциям 47 от оператора 

lit н/ 
A(t) = e 1 Ае ' , (3.4) 

зависящего от времени. Мы приходим, таким образом, к пред­
ставлению Гейзенберга, в котором явно зависящими от времени 
оказываются не волновые функции, а динамические переменные. 
Как видно, с точки зрения вычисления наблюдаемых значений ди­
намических величин, оба представления совершенно эквивалентны. 
Дифференцируя (3.4) по времени, мы видим, что в представлении 
Гейзенберга закон эволюции динамических переменных опреде­
ляется уравнением 
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где 
[д, й | - — аЬ—Ьа 

— квантовые скобки Пуассона. 
Интересно отметить, что в классической механике ход вре­

менной зависимости динамических величии определяется теми же 
уравнениями (3.5) с классическими скобками Пуассона. 

При применении представления Шредингера к интересующему 
нас случаю взаимодействия проквантованных полей приходится 
разделять полный гамильтониан Н на две части 

Цт&фЩь (3.6) 

причём Н0 — гамильтониан свободного поля, Нх — гамильтониан 
взаимодействия: 

Hl) = JHl)(x)dx; Hl = ^Hl(x)dx. (3.7) 

Здесь плотности энергии Я „ ( х ) и Я ( (х) есть комбинации основ­
ных функций поля, отнесённых к некоторому фиксированному 
моменту времени, например, 

«(О, х) = и(л-) | л о = 0 . 

Поэтому при рассмотрении процессов взаимодействия полей исхо­
дят обычно из уравнения Шредингера, записанного в виде 

- = (//„ + " » ) ' Г С) . (3-8) 

Одним из весьма принципиальных недостатков современной 
квантовой теории полей реальных взаимодействующих частиц 
является необходимость вводить в рассмотрение поля фиктивных 
невзаимодействующих частиц и трактовать взаимодействие как 
данный дополнительный фактор, изменяющий свойства динамиче­
ской системы, фактор, который может «включаться» и «выклю­
чаться». С первого взгляда здесь как будто бы нет особых осно­
ваний для критики. Действительно, частицы находятся в интен­
сивном взаимодействии друг с другом лишь при достаточном их 
сближении. Казалось бы поэтому, что при больших расстояниях 
между ними взаимодействие полей несущественно, и в каком-то 
приближении целесообразно отвлечься от него и рассматривать 
реальные частицы как свободные. 

Рассуждая таким образом, мы, однако, упускаем из виду, что 
частицы постоянно взаимодействуют с вакуумом как со своего 
рода физической «средой», в которой они движутся. 

Представляется поэтому желательным, чтобы при построении 
теории с самого начала гметь дело с реальными взаимодействую­
щими частицами и не вводить искусственного представления 
о фиктивных свободных полях. 



174 И. II. ЬОГОЛЮЬОН И Д . II. urn •! . - и 

Поскольку, однако, до настоящего времени подобная про­
грамма проведена не была, то и приходится прибегать к такому 
[м (биению, 

И случае отсутствия взаимодействия основное уравнение (3.8) 
принимает вид 

J P / ^ = Я Д ( 0 . " 
Выполняя формальное интегрирование, находим: 

" / ( : ) = <• ' Ф. ( 3 - 9 ) 

Постоянная Ф при изучении свободных полей была нами названа 
амплитудой состояния. В случае взаимодействующих полей выра­
жение (3.9) уже не будет удовлетворять основному уравнению 
с Ф, не зависящим от времени. Однако мы можем обобщить его, 
полагая 

W(t)=>e 1 Ф ( Д (3.10) 

и рассматривать Ф (() как новую амплитуду состояния. С мате­
матической точки зрения мы совершаем здесь замену неизвестной 
функции способом, аналогичным используемому в теории диффе­
ренциальных уравнений методу -вариации произвольной постоян­
ной. Подставляя (3.10) в основное уравнение (3.8), получаем: 

откуда 

Обсудим смысл полученного уравнения. В уравнении (3.7) 
ПЛОТНОСТЬ энергии взаимодействия П1(х) является линейной ком­
бинацией выражений тида 

/ / У ( Х ) = « . ( Х , 0 ) . . . И 7 ( Х , 0), 

но 
Hi HJ llj _ /V IJJ_ 

е 1 Hje 1 т е 1 «, (х, 0) е > . . . е ' Щ (х, 0) е ' . 

Поэтому действие оператора 

е 

на Нх соответствует замене операторных функций поля н (х , 0), 
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не зависящих от времени, на зависящие от времени операторные 
функции 

и(л-) = ц ( х , г) = <? ' и ( х , 0 ) е " » , 

Мы переходим здесь, следовательно, к представлению Гейзен­
берга для операторных функций свободного поля. 

Для определения Ф (/) имеем теперь уравнение вида: 

Я , ( г ) = jtf,(x, t)dx, (3.11) 

причем оператор Л/, ( х , / ) получается из Нх (х) заменой и ( х , 0) 
на и(х). Такое представление уравнения Шредингера называется 
представлением взаимодействия. 

Рассмотрим вопрос о выражении динамических переменных 
в представлении взаимодействия. Подставляя (3.10) в (3.2), полу­
чаем: 

(W(t)AV(t)) = \4>(t)e 1 Ае 1 Ф(*)) , 

т. с. 

где 
А*Щ*=*& 1 Ае 1 . 

Мы видим, таким образом, что в представлении взаимодей­
ствия операторные выражения динамических переменных должны 
рассматриваться как функции полевых операторов в представле­
нии Гейзенберга для свободных полей. Иначе говоря, операторы 
динамических неременных выражаются формами, зависящими от 
полевых функций 

u ( x , t) = a(x), 

удовлетворяющих однородным уравнениям свободных полей. 
Как видно, основным недостатком всех указанных представле­

ний уравнения Шредингера, в том числе и представления взаимо­
действия, является выделенная роль времени, а следовательно, 
явная нековариантность формулировки. Этот формальный недоста­
ток теории был устранен в особой модификации представления 
взаимодействия, разработанной Томонагой и Швннгером 5 , 6 . В ука­
занной модификации, вместо того чтобы работать с поверхностя­
ми t = const четырёхмерного пространства-времени, вводят более 
общий класс пространственно-подобных поверхностей о. 
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ЗамеТИМ, что уже с помощью уравнении (3, 11) мы можем 
ввести в рассмотрение очень важную характеристику системы, 
так называемую матрицу рассеяния, или S-матрицу. Представим 
себе, что мы изучаем процесс, в начале и в конце которого 
имеются лишь далеко отстоящие друг от друга частицы, кото­
рые можно считать свободными. 

Чтобы вычислить амплитуду вероятности для происходящих 
при этом процессе рассеянии и взаимных превращении частиц, 
рассмотрим такое положение, при котором взаимодействие Н, (t) 
адиабатически включается в бесконечно удаленном прошлом 
и адиабатически выключается в бесконечно удаленном будущем. 

Тогда, обозначая амплитуду начального состояния через Ф (—со), 
а амплитуду конечного состояния — через Ф(оо) , мы можем свя­
зать их соотношением 

Ф(оо) = 5 Ф ( - < х з ) , (3.12) 

в котором оператор S называется оператором рассеяния или мат­
рицей рассеяния. Квадраты соответствующих матричных элемен­
тов оператора S определяют вероятности переходов и эффектив­
ные сечения возможных процессов рассеяния и взаимного превра­
щения частиц. 

Для получения расчётных формул можно было бы, отправ­
ляясь от уравнения (3.11), построить его решение методом после­
довательных приближений в виде разложения по степеням малости 
взаимодействия. Мы получим тогда связь между Ф ( — о о ) и Ф ( о о ) 
вида (3.12), причём оператор S запишется в виде разложения 

оо -(-оо / 

5 = 1 - / j" Нх (t) dt (- Щ /•/, (t) dt j tf j (/') dt' - J - . . . 

— CO —CO —CO 

Именно таким путём, т. е. отправляясь от уравнения Шредин­
гера в каком-либо варианте представления взаимодействия, и про­
водится исследование й-матрицы в большинстве существующих 
исследований по квантовой теории поля !- г> (1> 7 . 

По нашему мнению, более целесообразно исходить из схемы, 
предложенной Штюкельбергом в которой вводится обобщённая 
5-матрица без обращения к гамнльтонову формализму. Его роль 
в деле конкретизации формы б'-матрицы заменяют явно сформу­
лированные физические условия, важную роль среди которых 
играет условие причинности. 

Штюкельбергу, однако, не удалось добиться достаточно ясной 
и общей формулировки такого условия, в связи с чем его идеи 
и не получили широкого применения. 

В направлении дальнейшего развития этих идей мы попытаем­
ся ниже разработать новую формулировку условия причинности 
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и основанного на нём метола построения квантовой теории 
взаимодействующих полей ). 

При построении теории нам, как и в обычном изложении, 
придётся пользоваться операциями «включения^ и «выключения» 
взаимодействия. 

Чтобы математически описать эту операцию, введём функцию 
g(х) со значениями из интервала (0,1), представляющую степень 
интенсивности включения взаимодействия. Тогда в областях, где 
g(jc) = 0, взаимодействие отсутствует; в областях, где g{x) = \, 
оно включено полностью и при 0 <^£»-(х) < Ч взаимодействие 
включено лишь частично. 

Заменив действительный лагранжиан взаимодействия L(x) на 
произведение L (.v) g (х), мы получим положение, при котором 
взаимодействие ^включено с интенсивностью g(x)*. 

Пусть теперь g (х) отлично от нуля лишь в некоторой ко­
нечной пространственно-временной области. В этом случае в до­
статочно отдалённом прошлом и будущем поля являются свобод­
ными и потому начальные и конечные состояния динамической 
системы можем характеризовать обычными постоянными амплиту­
дами состояния. 

Эти две амплитуды состояния Ф ( — о о ) и Ф ( о о ) будут связа­
ны некоторым оператором S(g), преобразующим Ф ( — в Ф ( о . ) 
и зависящим от поведения функции g (х). 

Фиксировав начальную амплитуду состояния Ф ( — о о ) = Ф , мы 
МОИСем рассматривать конечную амплитуду как функционал от g 

4(g) -S(g)*. (3.13) 

По данному определению S (g) естественно интерпретируется 
как матрица рассеяния для того случая, когда взаимоЛействие 
включено с интенсивностью g (х). Реальный случай, когда взаимо­
действие во всём пространстве— времени включено полностью, дол­
жен в данной схеме рассматриваться с помощью предельного пе­
рехода, при котором область, где g(x)=\, неограниченно расши­
ряется и в пределе охватывает всё пространство-время, Если 
в этом случае хотя бы для некоторых матричных элементоз S(g) 
существуют предельные значения, то эти предельные значения 
можно рассматривать как соответствующие элементы обычной 
матрицы рассеяния, которую можно формально записать как 

S = S(\). 

Свяжем теперь оператор S(g) с лагранжианом взаимодействия. 
Как известно, в классической теории взаимодействие учитывается 

*) Доложено II. Н. Боголюбовым на заседании фнзнко-млтемагиче-
ского отделения Юбилейной сессии Академии наук СССР в апреле 1951 г. 
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с ПОМОЩЬЮ добавки к лагранжиану свободного ноля /.„ (д) лагран­
жиана взаимодействия L(x) и «уравнения движения» могут быть 
получены с помощью принципа стационарного действия. 

Рассмотрим действие А в системе классических полей в слу­
чае, когда взаимодействие включено с интенсивностью g (х). 
Имеем тогда: 

4 = {(М-*)! g{x)L{x))dx, (3.14) 

причем в (3.14) под знаком интеграла стоят полевые функции, 
удовлетворяющие соответствующим уравнениям движения. В част­
ности, если рассматривать g(x) как бесконечно малую первого 
порядка, то эти полевые функции будут отличаться от свободных 
полевых функций также на бесконечно малые первого порядка. 
С другой стороны, ввиду того, что уравнения свободных полей 
получаются из принципа 

Ь } Ln {х) dx = О, 

следует, что если под интегралом J L0-dx полевые функции на­
писаны с точностью до бесконечно малой первого порядка, то 
в з н а ч е н и и интеграла это вызовет ошибку второго порядка ма­
лости. 

Поэтому при включении взаимодействия с бесконечно малой 
интенсивностью g(x) действие в системе изменится на величину 

\L(x)g(x)dx, (3.15) 

в которой L (х) зависит от волновых функций свободного ПОЛЯ. 

Как известно*), в предельном квазиклассическом случае ре­
шение обычного уравнения Шредингера для волновой функции 

принимает вид 
•8 -*» 
<|» == е И . 

где А — действие системы. Переходу от невозмущенного выра­
жения 

= jl0(x)dx (3.16) 

>чевидно, соответствовать 

__ е 1Л„ ,|> _ е1Л _ g l j Цх) g (jt) dx , j , 

к действию (3.14) будет, очевидно, соответствовать преобразова­
ние волновой функции 

*) См., например, . 
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Таким образом, с учётом малости величины g(x) переходу о т 
(3.16) к (3.14) соответствует бесконечно малое преобразование 
волновой функции 

f т$ 4 . Щ - i j L (х) g (x) dx 

Исходя из принципа соответствия, мы потребуем, чтобы закон 
преобразования вторично проквантованной амплитуды состояния Ф 
имел тот же вид, т. е. 

Ф — Ф' = Ф -4- 5Ф ; ЬФ=i f £ (х) g ( a t ) dx Ф. 

Иными словами, • мы положим, что при бесконечно малой g (х) 
матрица S(g) имеет вид 

S(g) = l+i[L{x)g{x)dx. (3 .17) 

Чтобы определить S(g) через лагранжиан взаимодействия L (х) 
в интересующем нас реальном случае, когда g(x) не только не 
мала, но близка к единице, необходимо сформулировать осталь­
ные условия, которым S(g) должна удовлетворять. 

Основным физическим требованием, как всегда,- является тре­
бование релятивистской ковариантности. Для формулировки этого 
требования рассмотрим преобразование L из расширенной группы 
Лоренца (включающей трансляции системы координат) 

x-.Lx. (3.18) 

При отсутствии взаимодействия в теории свободного поля 
закон преобразования амплитуды состояния, соответствующий 
(3.18), имел вид 

Ф ' = ( Л Ф . (1.1) 

В рассматриваемом случае, когда амплитуда состояния Ф (g) 
зависит от функции g, необходимо учесть, что сама функция 
g(х), которую можно рассматривать как некоторое «классическое 
поле» при преобразовании (3.18), испытывает превращение вида 

g(x)-*Lg(x)=g(Lx). 

Поэтому закон преобразования амплитуды Ф^) будет 

&(Lg)~U&tg). (3.19) 

Из. соображений релятивистской ковариантности нужно также 
потребовать, чтобы закон преобразования (3.13) от начальной 
функции к конечной не зависел от системы отсчёта, т. е. 

Ф ' ( с ? ) = « < * ) * ' • (3.20) 
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Подставляя сюда соотношение (1.1) и сдвинутое (Li; • g ) о т ­
ношение (3.19), находим, с учётом (3.13), 

ULS(L lg)4> = S(g)Ul}\K 

Ввиду произвольности амплитуды начального состояния Ф это 
выражение можно записать в операторной форме 

ULS(L-ig) = S(g)UL 

или, сдвигая аргументы на L и умножая справа на U~* с учё­
том унитарности Ui 

$(lg) * . utS(g) й х г = Vl$(g) Ob (3.21) 
Формула (3.21) и выражает условие ковариантности оператора S(g). 

Сформулируем теперь другое общее требование, предъявляе­
мое в квантовой механике к законам изменения волновых функ­
ций, а именно требование сохранения их нормы. Применительно 
к данному случаю мы должны потребовать 

откуда следует, что 

(ФЗ(£)5и)Ф) = (ФФ), 
т. е. оператор S(g) должен быть унитарным 

$(g)S(g)=l. (3.22) 
Нам необходимо также обеспечить выполнение условия причин­

ности, в соответствии с которым какое-либо событие, происшед­
шее в системе, может оказать влияние на ход эволюции лишь 
в будущем и не может оказывать влияние на поведение системы 
в прошлом, во времена, предшествующие данному событию. 

Мы должны полому потребовать, чтобы изменение закона 
взаимодействии В какой-либо пространственно-временной области 
могло оказан, влияние па эволюцию системы лишь в последую­
щие моменты времени. 

Для того чтобы сформулировать это условие, фиксируем 
и какой-либо системе отсчета некоторый момент времени ( и по­
требуем, чтобы унитарный оператор S(g), преобразующий на­
чальную амплитуду Ф ( — о о ) и конечную Ф ( о о ) = Ф (g), можно 
было представить в виде произведения двух унитарных опера­
торов 

S(g) = S'2(g)S[(g), (3.23) 

из которых первый оператор 5{ (g) определяет эволюцию системы 
от — оо вплоть до момента I и потому не зависит от поведения 
функции g(x) для A - ° > f , а второй оператор SUg) определяет 
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эволюцию системы, начинал от момента / и не зависит от пове­
дения g(x) при ж*<^1. 

Условие (3.23) и есть выражение принципа причинности в тео­
рии матрицы S (g). 

Заметим, что в том случае, если область G, где функция g 
отлична от нуля, распадается на две отдельные подобласти такие, 
что все точки одной из них Ох лежат в прошлом относительно 
момента времени г, а все другие точки другой О. — в будущем, 
соотношение (3.23) принимает вид 

S(g) = S(gi)S(gl), 

где gv, — часть функции g, отличная от нуля лишь в G., a gx — 
часть функции g, отличная от нуля лишь в G{. Иными словами, 
в этом случае матрица S(g) равна произведению матриц S(gs) 
и S(gi), каждая из которых отвечает включению взаимодействия 
с интенсивностью g« и gx соответственно и зависит лишь от своей 
области (G g или О,) и не зависит от момента времени t. 

В рассматриваемом нами более общем случае матрицы S\ 
и 5 | зависят также от бесконечно малой окрестности t и потому 
пс являются матрицами рассеяния для соответствующих областей 
А - " > Г и А - ° < Г . 

Для того чтобы сформулировать условия причинности без 
явного привлечения этих величин, рассмотрим бесконечно малую 
вариацию 8^ функции g(x) в точке у такой, что 

У > <• 
Предельная ии.шонаи функция <I> (g) получит тогда прира­

щение 

№(g) = = zs(g) s{g)9{g). 

Подставляя сюда выражение (3.23), находим, с учётом унитарно­
сти S'v что оператор 

№ $ Ы) = Щ № Щ № s[ (g) = ss< (g) s< (g) (3.24) 

не зависит от поведения функции g {х) при 

х° < t < у » . 

Следовательно, по соображениям ковариантности, оператор 

ZS(g)S(g) 

не может также зависеть от повеления функции g(x) при х~у 
(-• знак пространственного подобия, т. е, х — у обозначает. 

3 УФН, т . 55, в. 2 
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что точки х н у разделены пространстненно-ипаонпим интер­
валом). 

Воспользовавшись известным понятием вариационной ПрОЖВВО -
ной, мы может, таким образом, сформулировать условие причин­
ности как условие независимости выражения 

bg(y) 

от поведения функции g(x) в точке х при .v < у (символ х^у 
выражает тот факт, что точка д- по времени расположена рань­
ше у или пространственно подобна ей). 

Условие причинности, очевидно, можно записать в виде 

( V ) 

Как будет показано в следующем параграфе, указанные усло­
вия релятивистской ковариантности (3.21), унитарности (3.22) и 
нрИЧИННОСТИ (3,25) в совокупности с принципом соответствия (3.17) 
позволяют полностью определить оператор S(g) через лагранжиан 
взаимодействия L(x). 

§ 4. ЛАГРАНЖИАН ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И 5-МАТРИЦА 

Приступим теперь к фактическому построению матрицы рас­
сеяния через лагранжиан взаимодействия L (х). Вудем искать S(g) 
в виде формального функционального разложения по степеням g 

S(g) = I + £ ^Sn(xu...,xn)r:(x1)...g(xn)dxl...<ixn, (4.1) 

в котором S„(xx,...,х„) являются операторными выражениями, 
зависящими от полных полевых функций и их частных производ­
ных в точках хи...,хя. Для обеспечения скалярного характера Sn 

мы будем также предполагать, что фермневские полевые опера­
торы входят в Sn лишь в чётных комбинациях. Иначе говоря, мы 
будем требовать, чтобы Sn(xl,...,xn) являлись полилокальными 
операторами в смысле определения, данного в § 2. Следует под­
черкнуть, что требование зависимости S„ от полевых функций 
в целом, а не от их отдельных r lr-частотных частей, представ­
ляет собой особое физическое условие. При его выполнении имеет 
место соотношение 

[.!>„(*„...,*„), Sm(yi,...,ym)}=0, (4.2) 

когда все xi пространственно-подобны всем у{. Поэтому если две 
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функции gx (х) и g._ (х) локализованы в пространственно-времен­
ных областях таких,, что любая точка одной области простран­
ственно-подобна всем точкам другой области, то S(g.) коммути­
рует с Этим, в сущности, выражается тот факт, что сигнал 
не может распространяться со скоростью, большей скорости света, 
и процессы включения взаимодействия во взаимно пространственно-
подобных областях /г, и g., не интерферируют друг с другом. 
Именно для обеспечения этого важного физического свойства мы 
и будем предполагать, что Sn является лолнлокальным опе­
ратором. 

Заметим, в частности, что так как согласно (3.16) 

St (x) = tL(x), 
то лагранжиан взаимодействия L (х) должен быть локальным опе­
ратором. Этому требованию удовлетворяют все обычно употреб­
ляемые формы L (х). 

Для того чтобы обеспечить сходимость хотя бы отдельных 
членов разложения (4.1), мы будем предполагать, что 5 П являются 
интегрируемыми операторными функциями. Действительно, тогда 
при достаточно гладких и достаточно быстро убывающих функ­
циях g (х) отдельные интегралы в (4.1) будут сходиться. Разу­
меется, сходимость отдельных членов ряда (4.1) не имеет отго-
шения к сходимости всего ряда в целом. В настоящее время 
в связи с проводившимися в последнее время нсследования-
М 1 | i s . 1 4 . 1 5 , 1 6 существуют даже довольно веские основания ожидать,, 
что написанный нами ряд (4.1) должен оказаться расходящимся 
II лучшем случае при малости взаимодействия можно надеяться, 
что, взяв некоторое небольшое число членов в разложении, мы 
получим приближение тем более точное, чем слабее взаимодей­
ствие. Иначе говоря, в некоторых случаях можно рассматривать 
ряд (4.1) как источник асимптотических приближений. Одним из 
таких случаев, важным в практическом отношении, является элек­
тродинамика. 

Однако и при заведомо не слабом взаимодействии (например, 
мезон-нуклонном взаимодействии) изучение формального разложе­
ния (4.1) представляет собой большой интерес, так как на таком 
пути мы сможем довольно просто выяснить ряд свойств матри­
цы S(g) как качественных, так и количественных с тем, чтобы 
далее попытаться их установить на более строгой основе. По 
нашему мнению, изучение этого формального ряда имеет, следо­
вательно, определенную ценность как средство эвристического 
исследования. К тому же оно наиболее полно соответствует со­
временному фактическому состоянию теории, где до сих пор не 
удаётся избавиться от различных формальных разложений по сте­
пени малости взаимодействия и где с их помощью и были полу­
чены все основные результаты. 

3 * 
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Возвращаясь к выражению (4.1), видим, что без ограничения 
общности Sn{x,,..., хп) можно считать симметричными функциями 
своих аргументов х\,.. ,,х'„ так как весовые функции 
£ ( х \ ) - • • £ ( х „ ) входят симметричным образом. 

Будем теперь раскрывать условия, которым удовлетворяет 
матрица S{g) для определения конкретного вида функций Sn. 

Из условия (3.21) релятивистской ковариантности имеем: 

J Ut$n (Jf i , . . . , хп) ULg (х,)...ё{х„) dx, ...dx„ = 

= J S „ ( * i . -<,xn) g(Lx,)...g (Lx„)dxJ...dxn. (4,3) 

Производя в левой части замену переменных х —• Lx, полу­
чаем отсюда: 

J U,S„ {Lx, Lxn) ULg {Lx,). . .g (Lx„) dx{ ...dxn = 

= ^Sn{xb...,xa)g(Lx]). . .g{Lx„) dx,.. .dxn, 

откуда приходим к условию лоренцовской ковариантности для S„ 

. Lxn)UL = Sn{x, хп) 
или 

S„ (Lx, Lx„) т ULSn (щ *„) UL. (4.4) 

Для того чтобы учесть унитарность S-матрицы (3.22), пере­
множим разложение (4.1) с ему сопряжённым 

s(g) х"]g{xi)• • g(*j***•••dx" (4-5) 

и, обозначив для симметрии записи 

5 0 = 1, 
получим: 

1 = £ шг р*<*> xk)g{xi)...g{xk)dx,...dxkx 
(1>>0\ 

Хк | Ь - • -,Xkhm) g(xk^i). . .g{xk. m)dXk+X- • -dx^^ — 

= Yi ~k\{n-k)\ j 5 * ( X k + l * * ) X 

(n. ft) 

Xg(xl)...g(x„)dx1...dxa. (4.5) 
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Собирая члены в (4.6) одинаковой «степени» по g(x), при 
/; = 0 получим тождество (1 = 1), а при л ^ > 0 находим: 

S к\{П — к)\ \ S * ( X 1 ' - • Ч - * » ) ^ » - * ( • * » + » » • • ' Х п ) X 

Xg(xr)--.g(xn)dXl...dxn = 0. (4.7) 

Из соотношения (4.7) при произвольных g(x) ещё нельзя сде­
лать вывода о равенстве нулю выражения 

2 кЦп-ky. 5*(*5''' -1 х") (дг*+'' • • •' ( 4 - 8 ) 

Подобный вывод можно было бы сделать, если бы выраже­
ние (4.8) оказалось симметричным по всем аргументам хл,...,х„. 
В действительности же в каждом члене (4.8) существует симмет­
рия лишь внутри двух групп аргументов х и . . .,xk и A-fc.fi,.. .,хп. 
Для полной симметризации выражения типа (4.8) введём символ 

р(*1 Хк

х V 
м| 

обозначающий сумму по всем ^ д _ д); разбиениям совокупности 
точек а " ] , . . . , лг̂  на две совокупности из k и n — k точек. При 
этом перестановки внутри каждой из этих двух совокупностей 
не учитываются, так как функции Sk симметричны по своим 
аргументам. 

Например, 

Р 5 , ( а , ) $ , ( а - : ) = S, (a-) $ , ( х ) - | - S , (л- :) Sj 

p(bL^)S8(Х„ А",) 5, ( А Г з ) = 

= & ( * . . a - . ) Sj (л-3) 5 ; ( * , , * з ) $ 1 < * * ) + 5 * Й н * s ) S i ( * i ) . 

Для симметризации выражения (4.7) перепишем его и! раз, 
каждый раз изменяя обозначения аргументов так, чтобы совокуп­
ность точек x J t , . х я перестраивалась в аргументах функций Sk 

и S„-k новым образом. Складывая полученные соотношения в силу 
неизменности весового множителя g(х,).. ,g(х„), получим тогда 

X ( A - f t a - i , . . . ,xn) g(x})...g (АГ„ ) dx,... dxn = О, 

http://A-fc.fi
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откуда следует равенство нулю выражении 

£ р
 5* с* **) 4м (*т *я = о 

ввиду его симметрии по всем «аргументам. Вспоминая, 4 t o S „ = 1, 
имеем отсюда 

«Л*.. ••,*„)! А (*> *„) + 
+ £ ^ ( ^ ; ; : : , ? л > . ( х , , . . . , х . ) х 

< 1 < 6 « п - 1 > 

XV*(^+i хп) = 0. (4.9) 

Обратимся теперь к условию причинности (3.25). Заметим с 
самого начала, что удобнее оперировать не с величиной 

которая в силу условия унитарности 

аитнэрмитова, а с выражением 

которое, очевидно, эрмитово. Используя (4.1), находим: 

"(У. -gjjJs„,.| ( i \ - v , *«,)<r(*i). •.£(*,.,) X 
л , > 0 

. < d x , . . . dx„, Yi Щ j" 4* fo,. i , • • • (-„,) ( * « . + 0 • • • /Г (л -л .+л, ) X 
n , > 0 

X.?(*,). ..^r(*e)rf*i. (4Л0) 
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; введены величины 

*«>=<£ 
0 < * < п 

X •Sft+l (У1 XU • • • > хк) Sn-k (•**+«» • • . . х„) = 

* ж % 
X 5 * \(У< xi хк) S„-k(xkH,.. .,х„), ( 4 .11 ) 

симметричные по всем своим аргументам, кроме первого. Вы-

чпеляя теперь функциональную производную j^-^y о т выраже­

ния (4.9), получаем: 

откуда, в силу условия причинности (3.25) и на основании сим­
метрии функций Нп по всем аргументам, кроме первого, сле­
дует, что 

Н„(у, х„ х,,...,х„) = 0, (4.12) 

если хотя бы ДЛЯ ОДНОГО Xj, j = 1 , . . . , и 

У > X/. 

Итак, с помощью условий ковариантности, унитарности и при 
чинности, которым подчиняется матрица S(g) в целом, мы вывели 
соответствующие условия ковариантности (4.4), унитарности (4.9) 
и причинности (4.12) для функций Sn ( x j , . . ., хг). Покажем те­
перь, что совокупность условий (4.4), (4.9) и (4.12) вместе с со­
отношением (4.3), выражающим принцип соответствия, достаточны 
для определения вида функций 

$п(х1'- • '» 

Начнем с 5 j (х). По принципу соответствия (4.3) мы име­
ем, что 

S l (лг) = IL (л:). 

Проверим непротиворечивость этому соотношению основных трёх 
требований. Выполнение условия ковариантности (4.4) очевидно, 
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условие причинности для одной функции 5, (л-) еще не может 
быть сформулировано, а условие унитарности (4.9) дает 

S1(x)-\-S1(x) = 0, (4.13) 

откуда следует условие эрмитовости 

L(x) = L (х) (4.14) 

на лагранжиан взаимодействия. Таким образом, кроме условия 
локальности лагранжиан L (х) должен удовлетворять также усло­
вию эрмитовости. 

Перейдём к 5. (х, _у). 
Из условия причинности (4.12) при я = 1 получаем при дг>_у 

Я , (.v, у) = Щ (дг, у) + (х) % (у) = О, 

откуда, принимая во внимание (4.3), следует 

S2 (х, y ) = - S s (х) 5 , (y) = - L (х) L (у) при х > у. (4.15) 

Пусть теперь у > д\ Имеем в виду симметрии 5„ 
5 2(дг, у) = 5. (у, х) = - L (у) L (х) при у > д . (4.16) 

Области определения соотношений (4.15) и (4.16) перекрываются 
при х <•»-'у, но здесь в силу локального характера оператора L 
имеет место соотношение 

L(x)L(y) = L(y)L(x) 

и противоречия между (4.15) и (4.16) не возникает. 
Итак, получено определение функции S3(x, у) 

| ~L(x)L{y), х>у, 
S ^ ^ - \ - L ( y ) L ( x ) , у>х, <4J7> 

беря от которого эрмитово сопряжение, имеем, с учётом (4.14) 

\ — L (д-) L (у), у>х. 

Симметрия и полилокальность St (х, у) следует из формы 
записи. Ясно, что выражение (4.17) удовлетворяет условию кова­
риантности. Нетрудно убедиться также в выполнении условия 
унитарности. В соответствии с (4.9) нам нужно проверить соот­
ношение 

S, (х, у) -{- 5 2 {х, у) + S, (х) 5, (у) + 5, (у) % (х) = О, 
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справедливость которого непосредственно следует из формул 
(4.3), (4,13), (4.17) и (4.18). Действительно, имеем, например, 
при х> у 

J») + 4(*. jO + S.(*)А (у)+$з(M<*) -
= - £ (А- ) £ СУ) - £ (j/) £ (дг) + £ (*) £ (i>) + £ (у) L (A-) = 0. 

Аналогично убеждаемся в его справедливости при _у>дг . 
Мы установили, таким образом, что выражение (4.17) удов­

летворяет всем наложенным на S„ требованиям. 
Целесообразно ввести теперь понятие упорядоченного или хро­

нологического произведения операторов. Мы введём его пока лишь 
для локальных операторов. 

Хронологическое произведение ряда локальных операторов 
Ф] (хЛ, . . ., Ф „ (-**„) обозначается символом Т [ Ф , ( А ; , ) . . . Ф Я (хп)} 
и по определению равно обычному произведению этих операто­
ров, взятых в определённом порядке, соответствующем убыванию 
временных компонент аргументов сомножителей слева напра­
во, т. е. 

т [ ф д л - , ) . . . ^ Ы } ^ Ы % Ы - • 'Щп (*У> (4-10> 
где последовательность х^,..., Xjn представляет собой последо­
вательность аргументов А*,, . . . , д.'я, расположенных в порядке убы­
вания временных компонент, т. е. 

х%> >х%. 

Для краткости мы часто будем называть хронологическое про­
изведение 7"-произведением. Нам потребуется также понятие антн-
хронологического произведения, по определению соответствующего 
возрастанию временных компонент аргументов слева направо. Беря, 
например, эрмитово сопряжение от правой части (4.19), получим-
выражение 

j r ° <Г jfi <£" <Г х° xJn Jn-l • * Д | 

которое удобно назвать антихронологическим произведением (или 

7"*-произведением) операторов ( х , ) , . . Ф Я (хп). Положим поэтому 

Г* ( Ф , ( * , ) . . . % ( * . ) ) « , Ф Л ( А - , , ) Ф „ (х#).. . Ф , „ (*,-„), (4.20). 

х°Л<х°.2<...<х°п. 

Покажем, что определение Г-проиэвсдения ковариаитно, не­
смотря на выделенную роль времени. 
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Дли значении Т-произведения существенен х- (ни в алогический 
порядок точек л г , , . . . , х и , который может меняться при переходе 
от одной лоренцовой системы отсчёта к другой при лорешижом 
повороте. Нетрудно, однако, убедиться, что такой переход не 
изменяет значения Г-ироизведсния. Представим себе для этого, 
что мы совершаем интересующее нас преобразование путём боль­
шого числа малых преобразований, что всегда возможно ввиду 
непрерывного характера преобразований из расширенной группы 
Лоренца. Процесс изменения хронологического порядка точек 
x , , . . . , j c r t разобьётся при этом на некоторое число этапов, на 
каждом из которых 6)\EUT одновременно меняться временной поря­
док внутри некоторой группы хи. ..,Хц (двух или более) точек. 
"Но хронологический порядок нескольких точек x,,...,xk может 
быть изменён лоренцовским поворотом лишь в случае взаимного 
пространственного подобия этих точек. Соответствующие опера­
торы Ф,(Х;).. ,Фк(хм) в силу свойства локальности в этом слу­
чае коммутируют между собой и порядок их несущественен. 
Поэтому на каждом этапе преобразования значение Г-произведс-
ния не изменится, а следовательно, оно и вообще не изменится. 

Нетрудно заметить также, что согласно определению (4.19) 
локальные операторы можно коммутировать под знаком 7"-произ-
веденин, не меняя его значения. Отсюда следует, в частности, 
что если все операторы Ф одинаковы, то Г-произведение оказы­
вается симметричной функцией своих аргументов. 

Возвращаясь к формуле (4.17), видчм, что с помощью Г-про-
изведения её можно записать в виде 

S,(x, y) = -T[L(x),L(y)\. (4.21) 

Соответственно (4.18) принимает вид 

& (*, У)=-Т* [L (х), L (у)\. (4.22) 
Покажем теперь, что вообще выражение 

xn)^l',T\L(xl)...L(xn)\, (4.23) 

являющееся естественным обобщением формул (4.3) и (4.21), удо­
влетворяет всем налагаемым на Sn формальным условиям. Выполнение 
условий симметрии, ковариантности и полилокальности теперь оче­
видны и проверки требуют лишь условия унитарности и причинности. 

Нам будет удобнее, однако, оперировать для этого не с фор­
мулой (4.23), а с оператором S(g) в целом. Подставляя (4.23) 
в (4.1), получаем для S(g) 

S(g) = \-\-Yl^§T[L(x]),1..,L(xn))X 

Xg(x1)^.g(x„)dx1...(txn. (4.24 
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Это выражение представляет собой разложение оператора 5 (g) 
в функциональный ряд по степеням g(x). Нас интересуют в на­
стоящий момент некоторые свойства коэффициентов разложения. 
Подобно тому как в теории специальных функций нередко бывает 
удобнее выводить взаимные свойства функций не из их конкрет­
ной структуры, а из некоторой общей производящей функции, 
в данном положении оказывается более простым проверить условие 
унитарности и причинности для всего ряда (4.24) в целом. 

Для этого запишем выражение (4.24) в несколько другой фор­
ме. Представим и-й член ряда в следующем виде: 

§ Г [ Ji (Xi)g (л-,) dx,... J l ( Л - „ ) g (хп) dx„] = 

Ряд (4.24) можно теперь формально просуммировать, введя 
Т-экспоненту 1 7 

" * 

) . (4.25) 

Mi.i получим, таким образом, новое выражение матрицы рас­
сеяния. 

К важному понятию Г-экспоненты можно подойти и с другой 
стороны. Разобьем область включения взаимодействия, описывае­
мую функцией g (х), пространственно-подобными поверхностями 
t = const на бесконечно большое число бесконечно тонких слоев 
Имеем тогда 

/ I Е J L (Л) g <*) dx\ 

/ „ ' $l(x)gix)dxx 

7-экспоненту (4.25) естественно поэтому определить как пре­
дел Г-произведения 

Т (в& « ' " > = ишТ [ЩЧ ' | L (х) g (х) О * ) ] . (4.26) 

С помощью представления (4.26) свойство унитарности мат­
рицы S(g) делается очевидным. 
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В самом деле, Г-произведение (4.26) является обычным произ­
ведением 

взятым в надлежащем хронологическом порядке следования слоев \j. 
Но каждый сомножитель этого произведения при достаточно ма­
лых Лу- является унитарным с точностью до величин высшего 
порядка малости. Поэтому все произведение является унитарным. 
Тем самым доказана унитарность предела этого произведения, 
равного S(g), 

Перейдём теперь к проверке условия причинности. Вычисляя 
вариационную производную от S(g) в точке у, найдём: 

^ ^ = Т { 1 ( у ) е ^ ^ ) . 

Разобьём четырёхмерное пространство на две части G_|_ и G_ про­
странственно-подобной поверхностью 

Пусть G + лежит ( В будущем», а 0 _ *в прошедшем». Имеем 
тогда 

/ i$LWgU)dA I l$LU)g{z)dA 

= Г\Цу)еа+ )т[еа- ) . (4-27) 

С другой стороны, получим совершенно аналогично: 

S{g) = T\eQ+ °- ) = 

( l$LWg{z)dA / i f i d) g (2) dA 

= т\е°+ )-T\eG- / i 

и потому 

s(g)=f[A ).f[A ) . 
Принимая во внимание свойство унитарности выражения 

f t i l WgWd* \ 

Т{е°- J , 
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отсюда на основании (4.27) найдём: 

(4.28) 

Таким образом, 

не зависит от поведения функции g{x) в области G_, т. е. 
лри х" <^у°. 

По соображениям ковариантности это соотношение имеет место 
также и в случае пространственного подобия точек л; и у 
(при л - ~ _ у ) . Проверка условия причинности, таким образом, за­
кончена. 

Данные выше доказательства причинности и унитарности 
оператора весьма просты и наглядны. Необходимо, однако, отме­
тить, что с чисто математической точки зрения они не являются 
вполне последовательными. В самом деле, в ходе рассуждений 
мы связали вопрос о выполнении для произведений (4.23) элемен­
тарных соотношений (4.9) и (4.12) с совершенно неясными вопро­
сами о суммировании ряда (4.1) в целом, о предельных переходах 
и т . п. Строго говоря, всех этих элементов для доказательства 
совсем не требуется. 

Дело в том, что вместо того, чтобы оперировать с 7-экспо-
нентой, мы можем ввести «7-экспоненту с точностью до задан­
ной степени g> и тогда все вопросы суммирования ряда автома­
тически снимаются. 

Мы убедились, таким образом, что выражение 

является допустимым в смысле удовлетворения всем наложенным 
на Sn условиям. Оказывается, однако, что это выражение не яв­
ляется самым общим выражением, удовлетворяющим всем нало­
женным условиям. Рассмотрим поэтому вопрос о построении 
самого общего выражения Д Л Я 5 „ ( А - , , А * П ) , удовлетворяющего 
условиям симметрии,ковариантности, причинности и унитарности 
и тем самым полностью решим поставленную задачу построения 
оператора S(g). 

Исследуем для этого прежде всего процедуру определения 
функции Sn ( х , , . . ., хп) по данным предыдущим функциям 
i>j, 5 2 , 5 „ _ i . Условием унитарности (4.9) Sn определяется 
через них с точностью до некоторого антиэрмитового оператора, 
который мы обозначим через 1\„(хи х„). В соответствии 
с условием симметрии величина Л Я ( А * , , . . . . х„) должна быть 
симметричной функцией своих аргументов xlt хп. Условием 

Sn(xu...,xn) = l"T(L "Т(L(А-,) . . . L(x„)) 
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причинности (4.12) операторная функция Sn (х„ ...,хп) полностью 
определяется через предыдущие функции в области определения 
своих аргументов, в которой 

JCj > ХОТЯ бЫ ОДНОГО ИЗ Xj, j t= 2, 3, . . . , л. 

Поэтому в указанной области антиэрмитов оператор 
('.Vn(jCj, хп) должен равняться нулю. Из свойства его сим­
метрии по всем аргументам следует, что он также равен нулю, 
если хотя бы для одной пары аргументов xs и х, 

*t Ф *j 

и может, следовательно, отличаться от нуля лишь при полном 
совпадении всех аргументов 

Л'] = х а = . . . = х1Г 

Таким образом, из условий причинности, унитарности и сим­
метрии вытекает, что эрмитов оператор Л л ( х ъ . . . , хп) есть 
квазилокальный оператор, в смысле определения, данного в § 2, 
и его коэффициентные функции имеют вид 

Z ( •• diV • • •) S(A"i - 2̂) ••• ^(Xi-xa), 

причём по соображениям трансляционной инвариантности Z не 
может зависеть от xt. 

Итак, установлено, что условия инвариантности, симметрии, 
унитарности и причинности при данных 5 l t S . , S„ _ t опре­
деляют Sn с точностью до / Л „ , где \„(xlt х„) — эрмитовый 
симметричный квазилокальный оператор, преобразующийся как 
скаляр. Поэтому для того, чтобы получить выражение для 
S ] , S., 5 л , кроме локального оператора L (х), необходимо 
задать ещё цепочку квазилокальных операторов 

М*!, *г) M*i , • • •> хп)- (4-29) 

ЛЛы пришли на первый взгляд к несколько странным результатам. 
Для полного определения матрицы S(g) задание лагранжиана 
взаимодействия оказывается недостаточным, и необходимо задать 
ещё бесконечную цепочку квазилокальных операторов (4.29). 

Для уяснения существа положения подойдём к рассматривае­
мому нами вопросу несколько с другой стороны. Рассмотрим для 
этого выражение 

я р р ш т ^ ( 4.зо) 
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где «лагранжиан;- L {х\ g) определяется соотношением 

L(x; g)=L(x)+ 

' I j ^~XjM*»#i л г , _ , ) £ ( л , ) ... g(x,-i)dx1 . . . d J T , _ i . (4.31) 

В силу квазилокального характера функций А, все интеграции 
в (4.31) снимаются и L(x;g) фактически зависит от полевых 
функций и(х) в точке х. Поэтому L ( A - ; g) является локальным 
оператором, который, кроме полевых операторов и (дг), зависит от 
функций g ' ( A - ) , которые можно рассматрнг.ать как «классическое» 
иоле. Следовательно, выражение (4.30) удовлетворяет всем нало­
женным на S(g) условиям, в том числе и условию соответствия 
(4.3), и может рассматриваться как матрица рассеяния S(g). Раз­
лагая (4.30) в ряд по степеням g, мы получим поэтому некоторые 
выражения для S;l (%,.. ., х„), удовлетворяющие всем наложен­
ным условиям. Имеем: 

Т (*' №**Ш> ) = , + £ | - J f { L { х . g ) f L Ш ^ х 

m > 1 

X . ? ( * i ) • • • g(xm)dxt . .. dxm. 

Подставляя сюда разложения (4.31), получаем: 

r ( ^ " - " « " ) - i - | E 4 v ^ , x 
( v , i O , » . . v m : 0 ) 

X J 7 * l ^ t - * ! * > , ) • • • Л , „ ( A : , . + . . . + , „ . , + i . . . 

где мы положили для симметрии L (х) = А] (дг). Символом 

Т {Л,,(лг„ .. ., а - , , ) .. . Ц(Л .. . *, + ,,)} 

обозначено произведение операторов Л,,, A v взятых в хроно­
логическом порядке временных аргументов. Множественность ар­
гументов у каждого из Л, не должна нас смущать, так как по 
определению Л» отлично от нуля лишь при совпадении своих 
аргументов. 

Перестроим теперь этот ряд по степеням g(x), выделив члены, 
в которых g(x) В Х О Д И Т В определенной «-Й степени и которые 
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содержат ровно я интеграции: 

Л > 1 / 1 < Л 1 < Л \ 

XjT^k^x, * , , ) . . . А , ж ( х , , + . . . + , „ _ , + | . . . JC„)}X 

Xg{*i) • • • g{xn)dx, . . . 
Последнее разложение отличается ещё от разложения (4.1) 

несимметричным характером коэффициентов при «степенях» функ­
ции g (х). Для нх симметризации, пользуясь симметрией весо­
вого множителя g(x}) . . . g(x„) при каждом данном п и симмет-

я! 
рией функций л, произведём •—.———: раз замену обозначений пе-
ременных х„...,хп так, чтобы сумма всех полученных выраже­
ний с учётом симметрии А„ была бы симметричной функцией 
всех аргументов л г ь . . . , хп. Разделив результат на число 

— j , мы приходим к выражению 

л > 1 / 1 < л » < я \ , 

X КШеЬ* . . .I . . . х я )Х 
X7"{Av, (Jfj а - , , ) .. . A, m ( . . . хп)\ g(xA ... g(x„) dx,.. .dxn, 
•где Я (AT,, . . . . A",, I A*,, 4. i . . . I . . . хп) — оператор симметри­
зации no произвольным разбиениям совокупности и точек на 

• я ! . ( S v j = h ) всевозможных разбиений no v,, v b, . . . , v / ( то-

чек. Этот оператор является естественным обобщением оператора 

\ * , + 1 - - - * л / 
— ^ ( А - , Х „ | х , + 1 . . . АТ„). 

Итак, матрица (4.29) представлена в виде 

= H - £ ~rtlSn(x» *«)*?(*]) ••• £ ••• dx,t> 

л > I 

где коэффициенты Sn имеют вид 

S J X l , X „ ) = £ - £ - P ( . V , А", , ] . . . | . . . А-„)Х 
/ 1 < т < л \ 
( £ л } 

х г { м * 1 *о ••• ад-.. 
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Вспоминая, что Аг (л:) = L (х), можем переписать 5 Я в виде 

•S„(*i. ...,x„) = l»T\L(xl) ... M*J] + 
+ £ -^гР(хи...,х^...\...хп)Х 
/ 2 « m < л - 1 \ 
^ 2 », — n / 

ХГ(Д.,(йГ„ , . . Л ) -•• A, O T (1 . . . *4-НМ%, . . . , л - я ) . (4.32) 

Рассмотрим несколько простых конкретных случаев полученной 
формулы (4.32). 

При ге = 2 получаем: 

S 2 ( а - ! , х 2 ) = / 2 Г [A ( a - , ) L (х2)\ + / Л 2 ( * „ х2). (4.33а) 

При п = 3 имеем соответственно: 
S3 ( a j , % дг3) = l°T [L (xt) L (x2) L ( j c 3 ) J - f 

£ 2Г#(**> . . . a- 3 )T [A,, (x„ A?v,)M •• *з)] + 

а- 3 ) = - * Г [L (a-j)Z. ( a - . ) I ( a t 3 ) ] -

— Г [L (a-j) A2 (x2, x3)] — T[L (x2) L ( a - j , a - 3 ) | — 

-T\L(x3)L(xu xA)-\-ii\3(xu a - 2 , x3). (4.336) 

Мы видим отсюда, что каждая последующая функция Sn 

выражается через предыдущие S l t с точностью 
до симметричного, антиэрмитового, квазилокалыюго оператора 
' • „ ( А , , . . . , * „ ) . Поэтому выражение (4.32) является самым общим 
выражением для Sn, а выражение 

S(g) = T(e'SLU;s)six)"t), (4.34) 

где L(x\g) определяется разложением (4.31), самым общим вы­
ражением для матрицы рассеяния. 

Таким образом, цепочка квазилокальных операторов (4.29), 
которую необходимо задать для полного определения матрицы 
рассеяния S(g), фактически может быть включена в «лагранжианг 
взаимодействия. 

Возникает теперь вопрос о физическом смысле линейной ком­
бинации (4.31) L(x) и интегралов от квазилокальных операторов, 
играющей роль наиболее полного допустимого лагранжиана. 

Дело в том, что в наших рассуждениях была использована 
нефизическая операция «включения» взаимодействия. При этом 
получилось, что часть лагранжиана «включилась» в первом при­
ближении, часть — во втором, часть — в п-м и лагранжиан взаи­
модействия оказался разбитым на цепочку отдельных кусков. 
Физический смысл, однако, имеет положение, когда взаимодейст-

4 УФН, т . 55, в. 2 
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вне включено полностью. При этом функция g(x) раина елинине 
и выражения (4.31) и (4.34) принимают вид 

L(x;\) = L(x) + 

+ £ IF"! Х и • - Х ч ' d X l • • • d x * - »' ('••85) 
v > 2 

5 ( 1 ) = 7 ( ^ Й < х ; 1 ) " Л ) . (4.36) 

Поэтому действительная матрица рассеяния S ( l ) полностью 
характеризуется действительным лагранжианом взаимодействия 
системы L(x\ 1), который в теории возмущений иногда представ­
ляется в пиле ряда отдельных членов. 

При обычном изложении теории поля, исходя из уравнения 
Шредингера, получают представление для матрицы рассеяния 
в виде 

т(е-1^И{х)«х), (4.37) 

где И (х) — плотность гамильтониана взаимодействия. 
И (х) совпадает с — L(x) лишь в особо простых случаях, 

когда L (х) не зависит от производных функций поля. В общем 
случае И (х), кроме члена — L (л-), содержит еще некоторые неко-
вариаптиые члены. Однако в результате довольно сложной про­
цедуры 1 8 эти члены полностью исключаются и выражение (4.37) 
приводится к виду (4.36). 

§ 5. РАСКРЫТИЕ ХРОНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 

Обладая явным выражением для матрицы рассеяния, можем 
приступить к вычислению её матричных элементов по различным 
состояниям. 

В процессе этого вычисления нам придётся приводить члены 
матрицы к нормальной форме, т. е. к такой форме, когда в от­
дельных слагаемых все операторы уничтожения стоят справа, 
а операторы порождения — слева. 

Займёмся поэтому выражением Г-произведений локальных опе­
раторов /. (А-) через нормальные произведения соответственных 
полевых операторов. Нам будет удобно для этого распространить 
понятие Г-произведения на случай общей системы линейных опе­
раторов, определённых в § 2. 

Определим хронологическое или упорядоченное произведение 

ТШ*г) ••• Л„(хя)) 

линейных операторов А, (х,) ... Ап(хп) как обычное произведение 
в хронологическом порядке, умноженное на е = {~ 1 ) 1 , где т)— 



ВОПРОСЫ К В А Н Т О В О Й Т Е О Р И И ПОЛЯ 199 

Отметим прежде всего характерное отличие хронологического 
спаривания. Под знаком хронологического спаривания можно из-ч-

четность ферми-перестановок при переходе от порядка I, ...,п 
к хронологическому порядку, т. е. 

т(-Ч(*.) • •• А„(хя)) = М • • • А > * ( 5 1 ) 

при 
X°jt>X%> е = ( - 1 ) \ 

где т) — чётность перестановки ферми-операторов при переходе 
от порядка (1, 2, ...,п) к порядку (У,, j 2 , ...,j„). 

Рецепт раскрытия таких произведений даёт «теорема Вика 
для 7-произведснийэ, являющаяся аналогом «теоремы Вика для 
обычных произведений». Прежде чем приступить к доказательству 
этой теоремы, введём важное понятие «хронологического спарива­
ния операторов». 

Рассмотрим для этого (5.1) в случае п = 2. Тогда 

T(A1(x1)A2(xi))= / ; " " , JCTJ 

Это выражение в соответствии с определением обычного спа­
ривания 

А, (хЛ 4 (А- 2 ) = : Аг (А- , ) А2 (х2): -\-А, (А- , ) А2 (х2) 

может быть преобразовано к виду 

| :/.,(*,).•.,(*,):-! АЛх^АЛх.), х?>*2> 
' \^.А,(х)Ах(Х1):-{-бАл(х.)А,(хА = 

1 | ' (5.2) 
= = A i Ы Аг ( А - 2 ) : - | - * А , (дг2) А} (*,) , * ° > х° 

Мы видим отсюда, что в любом случае Т (Л, (л-,) Л 2 (АГ2)) отли­
чается от : A , ( X J ) А 2 (х2) : на с — число, которое мы назовём 

I 1 
хронологическим спариванием и обозначим символом А, (АГ 3 ) Л„ (АГ„), 

т. е по определению 

НА fa) Ль(Щ~ЬЩх#*ъХф \ А,(х,)А:(х2), (5.3) 

причём согласно (5.2) 
, I Аг(хАА2(х2), 

А1(хл)Ая{х.)=\ 1 1 (5.4) 

4» 
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менить порядок сомножителей, так же как и под вилком нор -
Аильного произведения, т . е. 

(*г) = *Ai{xs)a[ Ю, 

что непосредственно вытекает из (5.4). 
Определим сейчас хронологическое спаривание для основных 

типов нами исследованных полей. 
Для комплексного скалярного поля, используя выражения 

обычных спариваний (типа (2.8)), находим: 

| 7 I - Й Э Н (л- - у), Х« > у\ 
'•?(*) Ч(У) = \ - /D(->(у - х) = /D<+>(х-у), у > *-«. (5-5) 

Таким образом, мы видим, что при х(' > уй и у0 х°, а также и при 
х^у, где обе формы совпадают, хронологическое спаривание 

у(х)у(у) совпадает с причинной функцией Грина D (х — у) 
(с точностью до множителя / - ' ) . Мы условимся считать поэтому, 
что это совпадение имеет место и в бесконечно малой окрестности 
точки х = у, т. е. всегда 

1 » 1 1 Г е>к ( Л ' А / А 
<р (х) ? (у) = ~ D (х-У> = ^ ) ^ р • (5.6) 

Как видно, при введении спариваний имеется некоторый произ­
вол. Действительно, соотношения (5.5) определяют его лишь 
при х ф у. 

Правила же интеграции данного выражения в бесконечно 
малой окрестности точки х=у можно фиксировать произвольно. 
Всегда можно, например, добавить к правой части (5.6) любую 
коэффициентную функцию квазилокального оператора 

где Р (S—^) — какой-либо полином из —— . Эта необходимость 
\ Ox J дх* 

дополнительного доопределения спаривания в бесконечно малой 
окрестности точки д" = у является частным проявлением произвола, 
содержащегося в Г-произведении. Дело в том, что само /"-произ­
ведение задано нашим формальным «определением» (4.19) лишь 
при несовпадающих значениях своих аргументов. Необходимо 
поэтому вообще доопределить Г-произведспия в соответствующих 
бесконечно малых окрестностях точек совпадения аргументов, 
задав правила интеграции их коэффициентных функций, т. е., 
иначе говоря, следует определить коэффициентные функции 
7-произведеннй как интегрируемые несобственные функции. 
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Таким образом, мы приходим к выводу о необходимости не 
только выбора лагранжиана взаимодействия, но и одновременного 
доопределения 7"-произведени11. 

Следует, однако, отметить, что влияние изменения 7'-произве-
дений на S(g) можно учесть изменением лагранжиана L (х). Дей­
ствительно, при изменении Г-ироизвелений функций поля мы тем 
самым вводим в 7-произвед^ния лагранжианов взаимодействия 
различные квазнлокальные операторы, что, как было показано 
в предыдущем параграфе, сводится к добавлению некоторых вы­
ражений к лагранжиану взаимодействия. 

Тем самым мы приходим к выводу, что для получения ма­
тричных элементов матрицы рассеяния £( ,? ) , определяющих собой 
структуру физических процессов, необходимо одновременно задать 
лагранжиан взаимодействия и правила интегрирования Г-произве-
дений. Если правила интегрирования Г-нроизведений уже фикси­
рованы, то лагранжиан взаимодействия L (А-) необходимо выбирать 
применительно к этим правилам. 

Зависимость формы лагранжиана от некоторых дополнитель­
ных соображений отнюдь не является специфической особенностью 
вторичного квантования. В классической физике, например, для 
фиксирования формы лагранжиана необходимо прежде выбрать 
независимые динамические переменные (сравни, например, трак­
товку скалярного поля обычным путём и в формализе Кеммера 1 Э ) . 

Итак, нам необходимо сначала доопределить все спаривания, 
а также и их произведения, чтобы последние оказались интегри­
руемыми функциями. Тем самым /"-произведения окажутся ПОЛ­

НОСТЬЮ В8Я8ННЫМИ н станет возможным фиксировать лагранжиан. 
Этими вопросами, связанными с задачей регуляризации 5-мат-

рниы, мы займёмся подробно В следующей статье. Здесь же мы 
ограничимся доопределением спариваний полевых функций. Мы 
условимся считать, что если при х Ф у спаривание совпадает 
с некоторой функцией Грина 

то оно совпадает с этой функцией и в бесконечно малой окрест­
ности точки х ~ у. 

Так, проводя соответствующие выкладки для электромагнит­
ного и спинорного полей, убеждаемся, что хронологические спа­
ривания полевых функций этих полей 

K?(x-y) = P*?(-^)D<(x- у), 

ig"'"D^ (х 

- lgm"D<+> (х 
у), *°>У, 
у), у»>х°, 

х°>у°, 
| У*>х* 
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при х ф у совпадают с причинными функциями соответствующих 
полей. Мы будем считать поэтому, что всегда 

К (*) Ап (У) := 12МПЬЪ (х~У)= l ^ - j d k l + i & , (5.7) 

Как уже отмечалось в § 1, функции обычно рассматриваемых 
полей удовлетворяют перестановочным соотношениям 

I". О), % (У)] = 4- Л а Э ( х ~ у ) = Р# (JL)D(x-y), 

[«<-> (х), «<+> (у)\ = ± Щф (х - у) = />а3 (А) 0 И (х-у). 

Поэтому, вычисляя обычное спаривание, получаем: 

1 + j 
Ua {х) иа (у) = -j- Д(-> (х - J , ) , 

откуда стандартным путём находим для хронологического спари­
вания выражения 

I • 

«• О ) = 

при х ф у совпадающие с 

Мы положим поэтому, что при любых х н у 

«« (х)% (у),=4 д°? n n u (5-9) 

В ряде случаев в лагранжиан взаимодействия могут входить 
производные полевых функций. Целесообразно ввести поэтому 
условие для полного определения и их спаривания. 

Замечая, что при х"<у> 

I 1 
<?Ч Ш Щ (у) ^ 

(dx*)""... (дх*)"3 ' (дуо)11-... (dy3)7* ~ 
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мы положим по определению 
I 

д*Ц„ (х) дЯи, (у) 
I 1 

.4-
(Oxof«... (дх3)к> (дуо)1'... (ду3)43 

= ; г * A f , х - V . (0.10) 
I ( A v < » ) * " . . . (дх3)к* (дхо)"' . . . (ду3)13 a ? v v ' 

Определив хронологическое спаривание, перейдём к формули­
ровке теоремы Вика для 7"-произведения. 

«Теорема Вика для 7-произведепий» состоит в утверждении, 
что «Г-произведенис системы п линейных операторов равно сумме 
их нормальных произведений со всевозможными хронологическими 
Спариваниями (включая член без спариваний)». 

Доказательство сводится фактически к доказательству теоремы 
Вика для обычных произведений. В самом деле, согласно опреде­
лению (5.1) 7"-произведение равно некоторому обычному произве­
дению 

Т(А1{хЛ...Ап ( * „ ) ) = . Л „ Щ . . . Л , „ ( * , „ ) . . 

Применяя для этого обычного произведения теорему Вика, 
видим, что оно равно сумме нормальных произведений операто­
ров А„(хЛ... Ajn(xJn) со всеми возможными обычными спари­
ваниями. Но так как порядок следования Х п л . . . , Xjn является 
хронологически правильным, то обычные спаривания совпадут 
с хронологическими. Мы пришли к выводу, что 

7 - ( Л , ( А - , ) . . . Лп(х„)) 

равняется сумме умноженных на е нормальных произведений опе­
раторов 

AJAXJA... А/П(х/П) 

со всеми возможными хронологическими спариваниями. 
Как уже отмечалось, под знаком хронологического спаривания, 

как и под знаком нормального произведения, можно переставить 
(с учётом изменения знака) линейные операторы. Тем самым под 
знаком нормальных произведений со всевозможными хронологиче­
скими спариваниями мы можем восстановить нормальный порядок 
сомножителей 1, 2 , я , опустив одновременно множитель е . 
Теорема доказана. 

Введём в рассмотрение Г-произведение нескольких нормальных 
произведений полевых линейных операторов Л , ( А - ) . . . 0 . ( я ) . . . 

Т(:А1(х)А1(х)...Ап(х):...: D , (* ) • • • Dm(z):). (5.11) 

Как раз такие 7"-произведения и необходимы для раскрытия 
Г-произведений локальных операторов, так как по определению 
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локальный оператор L(x) представляется линейной комбинацией 
членов типа 

:А1(х)А._(х)... Л„(х):. 

Для Г-произведений вида (5.11) формулировка теоремы Вика 
имеет лишь ту особенность, что не должны учитываться взаимные 
хронологические спаривания операторов, входящих в одно и то же 
нормальное произведение. 

Отметим в заключение, что, отправляясь от (5.11), можно 
также определить 7*-произведение нормальных произведений более 
общего вида 

T(:A1(xi)...A„(x„):...:D1(zi)... Dm(zm):) (5.12) 

как сумму нормальных произведений операторов 

Л , ( * , ) - • . Dm(zm) 

со всеми ВОЗМОЖНЫМИ спариваниями, исключая взаимные спаривания 
операторов, стоящих в одном и том же нормальном произведении. 

Основываясь на таком определении 7"-пропзведепия (5.12), мож­
но ввести 7*-пронзведение полилокальных операторов 

Г ( / ! , ( * „ . . . , * „ ) , . . . , D(zt zj), (5.13) 

представляя его линейной комбинацией выражений типа (5.12). 
Прямое определение Г-произведения (5.13) по хронологическому 
признаку в данном случае неудобно из-за множественности аргу­
ментов у операторов . 4 , . . . , / ) . 

Видно отсюда, что в сущности Г-произведение представляет 
собой новую алгебраическую операцию, которая может быть вве­
дена и независимо от обычных произведений. 

С математической точки зрения 7"-произведение особенно при­
влекательно тем, что в отличие от обычных произведений под 
знаком 7*-произведения можно переставлять операторы, как если 
бы они точно коммутировали или антикоммутировали. 

§ 6. ПРАВИЛА ФР.ГШМАНА ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ МАТРИЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ И ВЕРОЯТНОСТИ ПЕРЕХОДОВ 

Изложенная в предыдущем параграфе теорема Вика позволяет 
сформулировать удобный рецепт приведения к нормальной форме 
Г-произведений лагранжианов, определяющих собой операторные 
выражения Sn (xv. . . , .v n), входящие в матрицу рассеяния. Для 
большей наглядности удобно начать изложение с какого-либо 
конкретного случая. Рассмотрим поэтому взаимодействие электро-
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магнитного и спинорного электрои-позитронного полей, лагранжиан 
взаимодействия которых имеет вид *) 

/.(*)= К4^>£ :Нх)-(т'Нх)Ат(хУ-- (6.1) 
т 

Из теоремы Вика для Г-произведений следует, что коэффи­
циент 5 г ( д г , , . . . , а-„) (с точностью до множителя /") равен сумме 
нормальных произведений п лагранжианов (6.1) 

:L(xA... L(x„): (6.2) 

со всеми возможными хронологическими спариваниями входящих 
в L ( дг ) операторов Л, <|» и *}». 

Ставя в соответствие спариванию спннорных операторов 

ИЫЬ ( а - , ) = -J-s^*, - х,) (б.з) 
электронную линию, направленную из точки х2 в точку a - j , элек­
тромагнитному спариванию 

Лт(х})Ап (хА = lgm"D'0(Xi - а - : ) (6.4) 

ненаправленную фггонную линию, соединяющую точки дг, и д г , , 
матрице y " из лагранжиана L(xt) точку xh в которой сходятся 
две электронные и одна фотонная линии, и, наконец, неспаренпым 
операторам ' j ( . V j ) , 'V(Xy) и А(х„) соответственно внешнюю элек­
тронную линию, ВЫХОДЯЩУЮ из точки xh внешнюю электронную 
линию, входящую н точку .Vy, и внешнюю фотонную линию, свя­
занную с точкой л*А, мы получим известные правила соответствия 
для построения так называемых фейнмановских диаграмм, соответ­
ствующих элементам Sn(x1,. . ., хя). 

Эти правила должны быть ещё дополнены правилом знаков, 
учитывающим антикоммутативность спинорных операторов ^ и 
Условившись записывать эти операторы и их спаривания в порядке 
слева направо, соответствующем движению против направления 
электронных линий, т. е. в виде 

:ft*!,) H*h)%Й4)• • • - * ) 4 т 1 ( % ) • < 6 5 > 

нетрудно придти к заключению, что выражения этого типа долж­
ны быть умножены на фактор 

е = (— I ) » - ' - " » , (6.5а) 

*) Множитель 1 /4 - обязан с е о и м появлением используемой нами нор­
мировке потенциала электромагнитного поля (сравни также (6.7), (6.8)). 
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где я — порядок диаграммы, / — число замкнутых сп инорных пик-
лов, in — число незамкнутых спинорных циклов. 

Вспоминая ещё о множителях еп и / я ( я ! ) - 1 , мы приходим 
к простой методике построения членов разложения 5-матрнцы 
в лг-представлении, которая, как видно, сводится к тому, что по 
вышеприведённым правилам строятся операторные выражения, соот­
ветствующие всем возможным диаграммам Фейнмана данного по­
рядка. 

Заметим, что при этом вид и число неспаренных операторов 
зависят от внешних линий диаграмм, а структура коэффициентных 
функций полностью определяется внутренними частями этих 
диаграмм. 

Изложенная методика построения членов 5-матрицы с помощью 
правил и диаграмм Фейнмана может быть применена к любому 
другому локальному взаимодействию. При этом топология диаграмм 
полностью определяется структурой членов, составляющих лагран­
жиан взаимодействия, а правила соответствия определяются ма­
тричным строением этих членов и видом спариваний входящих 
в них операторов. 

Рассмотрим теперь процедуру вычисления матричных элементов 
матрицы рассеяния, занимающую важную роль при расчётах 
эффективных сечений различных процессов рассеяния и взаимо­
превращения частиц. 

Для вычисления матричных элементов удобно перейти к им­
пульсному представлению. Дело в том, что, с одной стороны, 
причинные функции (хронологические спаривания) в импульсном 
представлении имеют простую структуру, а, с другой стороны, 
матричные элементы, как правило, берутся между состояниями, 
содержащими частицы с фиксированными импульсами. 

В целях наглядности этого положения запишем импульсные 
разложения электрон-позитронного и электромагнитного полей 
и соответствующих спариваний. Имеем для операторов электро­
магнитного поля: 

(6.6) 

( 2 « ) ' ' 0 
[е&НЩЬЩА*** (k) dk, (6.7) 

(6.8) 
v - 0 , 1, 2 , 3 

причём 

1, х > 0 , 
0, д - < 0 . 
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Здесь р. — спиновая переменная, asb»* и и±. и- _ спинорные ампли­
туды, с + и с - — операторы рождения и уничтожения электронов, 
a t и в " — такие же операторы для позитронов. 

Наконец, для спариваний 

л» W \ (у) - <WJ ^ J - * , - + 7 Г ( 6 Л 5 ) 

= ' f , (6.16) 

? = T/' = T>°-TP- (6-17) 

Благодаря наличию факторов типа ъ(къ — тг)Ь{кг>) в (6.7), (6.11) 
и (6.13) может быть тривиально проведена интеграция по А 0 

(или р°). В результате мы получим выражение типа 

ЩЩ^%Ф*Щ0*Ш (6Л9) 
»• 

причём 

и±< v- (р) = и±- v- (р) _ Урч̂ г, 

Здесь е, — векторы поляризации, а<+> (к) и в'-> (к) — соответст­
венно операторы рождения и уничтожения фотона с поляриза­
цией v и 4-импульсом k (к? = 0). 

Для электрон-иозитронного поля 

Ъ(х) =«/+>(*)+ У-Ч*1 (6.9) 
£ - > ( * ) , (6.10) 

¥±s (х) = ^ j i±*» 5 (/>* - »? ) в (р«) | Ю (/;) <//». (6.11) 

т1± ,Ы= £ «^(/О^'Ч/'), (6.12) 
t i - l , 2 

Ф(±)(*) - ^ j ^ ^ s ^ - ' ^ e ^ 0 ) ^ ^ ) ^ . (6.13) 

$f > (/>) = £ в ? ' * (/>) - * (р). (6.14) 
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а <трехмерные> операторы я ( р ) выражаются через «четырехмер­
ные > операторы а(р) соотношениями 

а±(р) = а-ХШ = 
у 2рй ^ — ( - V p ' - t - m i 

= j " а± (/>) V 2jfl (p2 - w 2 ) б Щ <///> (6.20) 

и подчиняются коммутационным соотношениям типа 

К ( р ) , , Г ( р ' ) ] = 5 ( р - р ' ) . (6.21) 

Амплитуда состояния, содержащего т частиц различных сор­
тов с определёнными значениями импульсов, представится теперь 
выражением вида 

Ф . = a i + > ( k 1 ) 4 + > ( k , ) . . . а<+)(к т )Ф, 1 К . (6.22) 

При вычислении матричного элемента 

( Ф . : • • • • • • : Ф . . . * . . . ) (6.23) 

операторы рождения ы'+> должны коммутироваться с операторами 

уничтожения а< - )(к') из амплитуды Ф . . . а операто­
ры й М с операторами вИ"*(&) из амплитуды Ф . д о тех 

* 
пор, пока один из них, подействовав на Ф в а к или Ф в л К ) не даст 
нуль. Этот процесс был вкратце рассмотрен в § 2. 

Ограничиваясь случаем, когда ни для одной из частиц импульс 
в начальном состоянии не равен импульсу в конечном состоянии, 
приходим к выводу, что матричный элемент (6.23) представляется 
в виде произведения результатов коммутаций операторов 

«<->(*,) с а<+>(к) 
и 

и<+>(х,) с о(->(к'), 
равного выражению 

I T ( к ) _ , t ] J « W ( k > ) ^ 6 

по: v ' (к-) 

Существенным является тот факт, что каждой внешней линии 
диаграммы с точки зрения матричных элементов соответствует 
реальная частица в начальном или конечном состоянии. Это об­
стоятельство и позволяет считать фейпмановские диаграммы схе­
матическими изображениями процессов взаимодействия элементар­
ных частиц. 
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Используя разложение причинных функций типа (6.15), (6.16) 
н выражение (6.24), можем теперь выполнить содержащуюся 
в членах 5-матрицы интеграцию по переменным А-, после чего 
получим правила Фейнмана для вычисления матричных элементов 
матрицы рассеяния 

( * . . . » • . . . 5 ( 1 ) Ф . . . * . . . ) . (6.25) 

Например, для снинорной электродинамики в используемых 
нами обозначениях мы получим следующие правила соответствия 
(таблица): 

Т а б л и ц а 

Частица Элемент 
диаграммы 

Фактор в матричном 
элементе 

1. Электрон в начальном со­
стоянии 

2. Позитрон в начальном со­
стоянии 

3 . Электрон в конечном со­
стоянии 

4. Позитрон п конечном со­
стоянии 

5. фотон п начальном или 
конечном состояниях с по­
ляризацией е„ 

6. Виртуальный электрон с им­
пульсом, движущийся из / 
в 2 или виртуальный по­
зитрон с импульсом р, дви­
жущийся из 2 в / 

7. Виртуальный фотон с им­
пульсом к 

8. Вершина диаграммы 

( 2 * ) - 3 / ' « ~ ' v ( P ) 

, » - " ' ' « - - ' ( Р ) 

я = 1, 2 

Л 
!> -ш 

(2п)< р= — т2 -г is 

1 
(2к)*1 ^-hie 

\/4*пт(2туЦр2- P i ± 
+ к) 

При составлении матричных элементов в импульсном предста­
влении необходимо также учитывать свойства симметрии функций 
5 я ( А Г , , . . . , АГ„). Это свойство приводит к тому, что когда сре­
ди я вершин диаграммы имеется к групп из V j , v„, . . . , vfc вершин. 
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входящих симметрично, всё выражение должно быть умножено 
на фактор 

л ! 

V • • V ' 

Должен быть также отмечен случай, когда в начальном и ко­
нечном состоянии находится несколько частиц одной и той же 
природы (несколько фотонов, несколько электронов и т. п.). В этом 

случае операторы рождения и уничтожения из амплитуд Ф и Ф 
могут коммутировать с операторами из матрицы рассеяния несколь­
кими различными способами. Соответствующие диаграммы будут 
отличаться перестановкой импульсов внешних линий одинаковых 
частиц. При этом следует также учесть, что нормированная ам­
плитуда состояния, содержащего k групп из Д/ :, . . . , Л/А одина­
ковых частиц, содержит множитель 

(NA Щ\л . . A£!)-V> 

и что в случае одинаковых фермионов результирующий матричный 
элемент должен быть антисимметричен относительно перестановки 
любой пары ферми-частиц. 

Как было установлено, матричные элементы (6.25) являются 
функциями начальных и конечных импульсов р и р' и в силу 
правил соответствия пропорциональны 3-функции 

8 ( 5 > - 2 > ' ) . 
выражающей общий закон сохранения 4-импульса, т. е. 

(Ф.../,'...5(\)Ф.,.р...) = Ч£р--'£',')р(>,'> <6-26> 

При определении вероятностей процессов рассеяния приходится 
вычислять квадраты матричных элементов типа 

| ( Ф . . . , л . . 5 ( 1 ) Ф . . . „ . . . ) г \ 
непосредственное вычисление которых с помощью (6.26) приводит 
к бессмысленному выражению. Более детальное рассмотрение*) 
показывает, что в этом случае мы получаем 

| (Ф. ..P'...S(\) Ф . . . , , . .) | * = | ^ 8 ( 2 > - Х>') I / V . Р) I2. (6-27) 

где V и Т ~ пространственная область и временной интервал» 
в котором происходит взаимодействие. 

*) См., например,1 0. 
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В частном случае рассеяния частиц классическим стационарным 
полем, когда импульс не сохраняется, а сохраняется только 
энергия, мы имеем: 

( Ф . . . р - . . . 5 ( 1 ) Ф . . . р . . . ) = в ( Х ^ - />). (6-28) 

\{Ф...^...5{1)Ф...Р...)[' = ^1(^П-У!:')\Г(Р',р)\\ (6.29) 

Установим, наконец, связь между матричными элементами 
S-матрицы и вероятностями переходов. 

Рассматривая амплитуду одночастичного состояния с фикси­
рованным импульсом р„ как предел амплитуды волнового пакета 
частиц с импул! сами, лежащими в малой области около р 0 при 
сужении этой области, можно показать, что амплитуда одноча­
стичного состояния, нормированного на единицу объёма, имеет вид 

я + ( р 0 ) Ф п а к . 

Поэтому нормированная амплитуда начального состояния, содер­
жащая s частиц с определёнными импульсами, может быть запи­
сана в форме 

Ф = (2* )^ at (рО. . . С7+ (р,) Ф и к = (ЩТ Ф . . . . . . . (В.Э0) 

Выбирая амплитуду конечного состояния Ф, в виде 

Ф« — f Ф . . . * . . . d k i . . . rfk, (2к) у , (6.31) 
о 

проинтегрированном по области О, равной произведению объёмов 

Ар\...\р'г, 

мы получим вероятность перехода из состояния (6.30) в состояние 
(6.31) согласно общим правилам квантовой механики в виде 

(oV(l)<i.)i 
dw = = 

( Ф . «У 
= (2*) э* Др1... Д Р ; | ( Ф S ( l ) Ф . . . „ . . . ) |«. (6.32) 

Здесь предполагается в связи с выбором нормировки, что 
в начальном состоянии средние числа частиц на единицу объёма 
равны единице. Если же эти числа равны соответственно п,,. .., ns, 
то выражение (6.32) следует заменить на 

= M2*)3JДр1 • • Afr I ( Ф . . . „ • . . . ( 5 ) ( 1 ) Ф . . . „ . . . ) | 2 . (6.33) 
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В качестве иллюстрации рассмотрим процесс рассеяния ча­
стицы на частице. В этом случае г = 5 = 2. Вместо (6.33), с уче­
том (6.27), получаем вероятность перехода в единицу времени 
и в единичном обьеме 

(2к ) ! it, • п, 5 (/>, - f р% - р\ - р2) | Р (р\ р) ? dpi dp',. 

Ввиду того что р> полностью определяется р, и начальными им­
пульсами, выполняя интеграцию по р 2 , находим: 

(2*)'nvn..\r{p\ р)\Щр\+ pl-pT-pi0)dpi (6.31) 

причём в Р положено 

Pi = Pi -!- р , - р^-

Выражение (6,34) обычно представляют в виде произведения 

Я, •/!„ •XJjdOj, 

где — модуль скорости частицы с импульсом р , , равный 

a do, имеет размерность площади, пропорционален элементу 
телесного угла импульса частицы р , после рассеяния, называется 
дифференциальным эффективным сечением и имеет вид 

d°i= ^ I F(P', Р) I* 3 Щ Л-Е,- Е[ - В г) dp[ • р? dQ\, (6.35) 

где обозначено 

Щ = рЪ л = I pi |-
Переходя от р\ к Е\ по соотношению 

Р-2 = p'i-\-m* 

•и выполняя интегрирование по Е\, находим окончательную фор­
мулу 

rfo, =* , ' , ' \Р(р', p)\2dQ'\ . > . (6.36) /'(^i) ' а + а - / > , - / » 2 - о 1 v ' 

где обозначено 
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Полное эффективное сечение рассеяния получим, интегрируя 
(6.36) по Q 

Ш 0 1 = ^ L I M ) \ 1 F I P ' - Р ) | S D Q ' - ( 6 - 3 7 ) 

Заметим ещё, что обычно при вычислении сечений не интере­
суются спиновыми состояниями частиц. Поэтому по спиновым 
индексам рассеянных частиц производят суммирование, а по спи­
новым индексам рассеивающихся частиц усреднение. Обозначая 
эти операции сокращённо символом %, получаем формулы диф­
ференциального и полного эффективного сечения в виде 

а*' * о 

Подобным образом из общей формулы (6,33) могут быть полу­
чены выражения для вероятностей и сечений других возможных 
процессов. 
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